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AVANT-PROPOS 



Le succès rapide et inespéré des deux premières éditions 
de cet ouvrage prouve que les méthodes qu'il expose ont 
été généralement appréciées; cependant je dois répondre 
à une objection qui m'a été faite plusieurs fois : 

a II est vrai, me dit-on, que vos méthodes conduisent 
lapidement à des constructions simples, mais n'est-il pas 
n craindre que des difiicultés plus grundes ne rendent 
celte science plus dil'ficileuieiil abordable?» — Je crois 
que c'est le contraire qui a lieu. Les procédés que j'indique 
sont des conséquences immédiates et naturelles des mé- 
thodes générales, qui sont peu nombreuses, et par consé- 
quent ne sont pas un lourd fardeau pour rélève; tandis 
que pour lui, autrefois, chaque queslion offrait un pro- 
cédé particulier dont il fallail charger sa mémoire. 

D'un autre côté, l'ancienne manière d'étudier la géomé- 
trie descriptive produisait ce résultat que l'élève, très- 
habile à résoudre un problème lorsqu'il était libre de 
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choisir ses données, était fort embarrassé lorsque ces uon- 
nées avaient une position quelque peu particulière, tandis 
qu'avec cette méthode j'ai eu la satisfaction de voir un 
grand nombre d'élèves arriver rapidement à résoudre 
simplement et avec élégance toutes sortes de problèmes 
sans être arrêtés par la disposition des données. 

Deux exemples feront bien voir la différence des deux 
méthodes : 

1" Autrefois un plan était toujours figuré par ses traces 
sur deux plans de projection, et, quand on avait à consi- 
dérer un plan dans la résolution d'un problème, quelles 
que fussent les données, on construisait les traces du plan. 
Quand il arrivait que les traces étaient situées hors des 
limites de l'épure, on était arrêté et obligé de changer les 
données. Aujourd'hui on opère sur les plans, quelle que 
soit la manière dont ils sont donnés, et le plus souvent on 
arrive au résultat avec moins de constructions que n'en 
exige la détermination des traces. 

2"* Dans la méthode des rabattements, on eiTecluait tou- 
jours le rabattement sur le plan horizontal de projection, 
ce qui souvent rendait les constructions pénibles ou im- 
praticables. Aujourd'hui le rabattement s'effectue avec la 
même facilité sur un plan horizontal quelconque, ce qui 
rend les constructions toujours possibles et permet sou- 
vent de grandes simplifications la première méthode n'est 
donc qu'une application de la seconde dans un cas par- 
ticulier. 

J'ajouterai quelques mots pour prévenir un reproche 
que je ne veux pas encourir. Cet ouvrage, en dehors des 
méthodes générales, contient, surtout dans la seconde 
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partie, un grand nombre de procédés simples et peu 
connus. Je n'ai pas la prélenlion d'être l'auteur de tous ; 
je les ai recueillis de côté et d^autre, en ignorant souvent 
Forigine ; en citant les auteurs présumés je m'expose- 
rais à des réclamations, car des choses d'une telle sim- 
plicité sont certainement venues à Tesprit de plusieurs. 
Ma seule prétention en les réunissant est de simplifier 
beaucoup Tëtude d'une science qui autrefois était pour les 
élèves un sujet d'effroi et qu'ils n'arrivaient générale- 
ment à posséder que fort imparfaitement* 
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PREMIÈKE LEÇON 

NOTIONS PRÉLIHIN AIRES 
DÉFINITIONS. 

1. La projection d'un point A (fig. l) sur un plan MN 
est le pied a de la perpendiculaire ka menée du point sur 
le plan. La perpendiculaire Aa est la projetante du point 
A par rapport au plan MN. 

Un plan HN sur lequel on projette différents points 
d'une ligure de l'espace, est un plan de projection. 

2. La projection d'une ligne ACB (fig. 2) sur un plan 
MN est le lieu acb des projections de tous les points de 
cette ligne sur le plan. 

Remarque. Les projetantes Aa, Ce, Bb, perpendiculaires 

1 
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à un même plan MN, sont parallèles entre elles; elles 
forment un cylindre qu'on appelle le cylindre projetant de 
ACB. 

Quand la ligne que l'on projette est une droite AB 
(fig. 3), les projetantes Aa, Bb sont dans un même plan, 
qu'on appelle plan projetant de la droite. 

THÉORÈME. 

3. La projection ab d^une droite AB (fig. 3) «tir un plan 
MN est une droite. 

Car ab est l'intersection du plan MN et du plan proje- 
tant de la droite. 

Remarque. Cette projection se réduit à un point, quand 
la droite AB est perpendiculaire au plan MN. . 

4. OBSERVATlOIfS SUR LES PROJECTIONS DES LIGNES SITUÉES DANS 
UN PLAN PARALLÈLE A UN PLAN DE PROJECTION. 

I. La projection ab d'une droite AB (fig. 4) sur wi plan 
MN parallèle à AB est parallèle à cette droite. 

Car ab est Tintersection du plan MN et d'un plan mené 
par une droite AB qui lui est parallèle. 

II. Toute drone finie AB (fig. 4) parallèle à un plan MN 
se projette sur ce plan en vraie grandeur. 

En effet, les projetantes Aa et Bb des extrémités A et B 
sont parallèles : donc ab et AB sont égales comme paral- 
lèles compri.*îes entre parallèles. 

III. Un angle ABC (fig. 5) parallèle à un plan MN se pro- 
jette sur ce vlan eti vraie grandeur. 
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Car Tangle ÂBC et sa projection abc ont leurs côlés pa- 
rallèles et dirigés dans le même sens. 

IV. Un polygone quelconque ÂBCDB (dg. 6) parallèle à 
un plan MN se projette sur ce plan en vraie grandeur. 

Car le polygone ABCDE et sa projection abcdè ont leurs 
côtés et. leurs angles respectivement égaux et situés dans 
le même ordre; ils peuvent donc coïncider. 

V. Le principe précédent est indépendant de la grandeur 
et du nombre des côtés du polygone ABCDG, il est donc 
encore vrai quand chaque côté devient infiniment petit, 
c'est-à-dire lorsque le polygone ABCDE devient une ligne 
courbe. 

On peut donc dire en général que : 

VI. Toute courbe plane A (fig. 7) se projette en vraie 
grandeur a sur un plan qui lui est parallèle. 

5. OBSERVATION SUR LES PROJECTIONS DES LIGNES SITUÉES DANS 
UN PLAN PERPENDICULAIRE A UN PLAN DE I^ROJECTION. 

Toute ligne située dans un plan perpendiculaire à un 
plan de projection a pour projection sur ce plan l'intersec 
tion des deux plans, c'est-à-dire une ligne droite. 

BUT DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

6. La Géométrie descriptive a pour but : !<> la représen- 
tation exacte des figures de l'espace au moyen de dessins 
tracés sur un seul plan ; 2^ la résolution complète des pro- 
blèmes relatifs à ces figures. 

Un exemple fera comprendre la diflérence qui existe 
entre la géométrie pure et la géométrie descriptive : 
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Supposons qu6 Ton demande d^inscrire une sphère 
dans un tétraèdre. La géométrie pure indique que le cen- 
tre de cette sphère est le point commun aux plans bissec- 
teurs des angles dièdres du tétraèdre, que le rayon de 
cette sphère est la perpendiculaire abaissée du centre sur 
une des faces du solide ; mais elle ne donne aucun procédé 
pour construire ces résultats. La géométrie descriptive 
donne les moyens de représenter le tétraèdre avec ses di- 
mensions réelles, d'exécuter les constructions indiquées 
par la géométrie pour déterminer la position du centre, la 
grandeur du rayon et de figurer la sphère en grandeur et 
en position. 

MÉTHODE DES PROIECTIONS. 

I 

7 . Pour remplir le double but de la géométrie descrip- 
tive on peut employer difTérentes méthodes ; celle que 
nous allons exposer est la méthode des projections. Voie 
en quoi elle consiste : 

On projette les figures de Tespace sur deux plans c\e 
projection, généralement perpendiculaires entre eux. On 
fait tourner (on rabat) Tun d'eux aulour de Tinlersection 
de manière qu'il coïncide avec l'autre ; on a ainsi les deux 
projections sur un même plan ; on effectue sur cette figure 
plane les constructions que comportent les solutions des 
problèmes proposés ; on remet le plan mobile dans sa po- 
sition première ; les résultats ainsi représentés permet- 
tent de connaître les résultats dans l'espace en vraie gran 
deur et en position. 

L'application de la méthode présente donc trois ques 
lions principales : 

1" Projeter des figures de l'espace; 
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2^ Exécuter en géométrie plane les constructions indi- 
quées par le raisonnement pour la résolution des pro- 
blèmes ; . 

3** Rélablir dans l'espace au moyen de leurs projections 
les figures obtenues comme résultats. 

La première et la troisième sont soumises à des règles 
fixes que nous allons exposer; la deuxième présente des 
variétés en nombre infini comme les problèmes que Ton 
peut se proposer de résoudre. 

DÉTERMINATION D*UW POINT. 

8. Un point A de l'espace (fig. 8) n'est pas déterminé 
par sa projection a sur un seul plan xyM de projection, 
car a est la projection de tous les points de la projetante Ao; 
mais si l'on donne de plus la projection a" de A sur un se- 
cond plan de projection xj/N non parallèle au premier, le 
point A, devant se trouver à la fois sur les deux proje- 
tantes différentes Aaet Aa", est déterminé par leur inter- 
section. 

Les deux plans de projection irj/M, xyîi sont générale- 
ment perpendiculaires entre eux ; nous supposerons le 
premier horizontal, et par î-uite l'autre vertical; on les 
appelle plan horizontal^ plan vertical de projection. Leur 
intersection xy est nommée ligne de terre. 

Nous supposerons dans nos explications que c^est le 
plan vertical qui tourne autour de xj/ pour s'appliquer sur 
le pion horizontal. Dans ce mouvement la partie supé- 
rieure du plan vertical viendra se rabattre sur la partie 
postérieure du plan horizontal, et par suile la partie inré- 
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rieure du plan verlical coïncidera avec la partie antérieure 
du plan horizontal. 

THÉORÈME. 

■ 

1 

9. Après le rabattemetU du plan vertical de projection^ la 
droite aa' (fîg. 8), qui joint les deux projections d'un point k, 
est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Par les projetantes Aa et Â£^ concevons un plan; ce 
plan coupe la ligne de terre en p, le plan horizontal sui- 
vant pa, le plan verlical suivant pa!'; mené suivant les 
projetantes Aa et Aa", il est perpendiculaire aux deux 
plans de projection et par suite à leur intersection xy; 
donc réciproquement xy est perpendiculaire au plan des 
projetantes et par suite à pa et paf^ qui passent par son 
pied dans ce plan. Or dans le rabattement du plan ver- 
tical, pc^' reste perpendiculaire à xy ; donc pa et pa' sont 
perpendiculaires à la ligne de terre au même point. 

Remarque. Cette démonstration est indépendante de 
Tangle des deux plans de projection. 

10. D'après ce principe, après le rabattement du plan 
vertical, un point A de Tespace sera représenté sur le 
plan horizontal de projection par ses projections a, af si- 
tuées sur une perpendiculaire à xy^ comme l'indique la 
figure 9. 

théorème. 

1 1 . Si les plans de projection sont perpendiculaires entre 
eux (fig. 8), la distance d'un point de Ve^pace à lun d'eux 
est égale a la distance de sa projection sur Vautre à la ligne 
pe terre. 
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Le quadrilatère Kapd' est un rectangle, car Aa, per- 
pendiculaire au plan horizontal, est perpendiculaire à ap^ 
qui passe par son pied dans ce plan ; de même ko!* est 
perpendiculaire à a''p, et (xpa!\ qui mesure Tangle dièdre 
des plans de projection, est un angle droit ; on a donc : 
Aaf'=ap et ka=a"p=^a'p. c. q. f. d. 

Celte considération permet de concevoir facilement la 
position d'un point de Tespace d'après ses projections ; 
ainsi le point représenté (fig. 9) par ses deux projec- 
tions a, a' se trouve sur la verticale menée par a à une 
hauteur égale à a'p 9u-dessus du plan horizontal de pro- 
jection. Il est de même sur la perpendiculaire au plan 
vertical menée par af à une distance de ce plan égale à 
ap=ku'\ 

12. CoROLLAmE I. Quand on transporte Tun des plans 
de projection parallèlement à lui-même, le plan horizon- 
tal par exemple, les distances des projections verticales 
de tous les points d^une figure à la ligne de terre sont 
augmentées ou diminuées de la même quantité ; il en est 
de même pour les dislances horizontales si, le plan hori- 
zontal restant fixe, on déplace le plan vertical parallèle- 
ment à lui-même ; donc : 

Lorsqu'une figure de V espace est déterminée par ses projec- 
tions sur deux plans perpendiculaires entre euXj si Von dé- 
place la ligne de terre parallèlement à elle-même^ on obtient 
le même résultat que si Von transporte la figure parallèle- 
ment à elle-même dans une direction perpendiculaire à un 
des plans de projection, et par suite les projections après le 
déplacement de la ligne de terre déterminent la même figure 
de r espace, La position de la ligne de terre est donc arbi- 
trairCy si Von n'a égard quà la (orme des figures de V espace. 
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13. Corollaire II. Ce même théorème permet, lors- 
qu'on connaît les projections a, a! d'un point sur deux 
plans perpendiculaires entre eux, de déterminer sa pro- 
jection sur un plan quelconque perpendiculaire à Fun des 
deux premiers. 

Soit en effet (fig. 10) un nouveau plan vertical mené 
suivant x^^^ et rabatlu sur le plan horizontal, la projec- 
tion de a. a' sur ce plan sera en a" sur la perpendiculaire 
aq menée de a sur x^ j/^ et à une dis lance d' q de x^ y^ égale 
à pa' qui indique la hauteur du point a.ùf au-dessus du 
plan horizontal de projection. 

De même, si Ton veut avoir la projection de ce point 
sur un plan mené suivant x^y^ perpendiculairement au 
plan vertical et rabatlu sur ce plan, on mènera par a' 
afr perpendiculaire à x^y^ et Ton prendra sur cette ligne 
ra'" égale à pa, distance du point de l'espace au premier 
plan vertical de projection. 

EXAMEN DES DIFFÉRENTES POSHIONS QU^CN POINT PEUT OCCUPER 
DANS l'espace PAR RAPPORT AUX DEUX PLANS DE PROJECTION. 

14. Pour simplifier le langage, nous désignerons par 
les chiffres 1, 2, 3 et 4 les quatre angles dièdres formés 
par les plans de projection, comme l'indique la figure 11. 

L'angle 1 est celui qu'on appelle communément angle 
anléiieur supérieur ; l'angle 2, angle postérieur supérieur ; 
l'angle 3, angle postétieur inférieur^ et l'angle 4, angle 
antérieur inférieur. 

V Nous avons vu ce que deviennent après le rabat- 
tement les projections a, a!' d'un point A situé dans l'an- 
gle 1 (9). 
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2^ Soit un point B silué dans l'angle 2 ; sa projection 
verticale V est placée après le rabalfement en 6' du même 
c6té que la projection horizontale h derrière la ligne de 
terre. 

5® Soit un point C situe dans l'angle 3 ; après le ra- 
battement, ses projections c et (/ sont situées de côtes dif- 
férents de la ligne de terre ; la projection horizontale c en 
arrière et la projection verticale cf en avant. 

4"* Soit un point D situé dans Tangle 4 ; après le rabat- 
tement ses projections d et â! sont situées d'un même côté 
de la ligne de terre en avant de cette ligne. 

Remarque I. Tout point situé dans l'un des plans de 
projection est à lui-même sa projection sur ce plan, 
et sa projection sur l'autre est située sur la ligne de 
terre. 

Remarque U. Tout point situé sur la ligne de terre est 
à lui-même sa projection verticale et sa projection hori- 
zontale. 

15. On voit que dans tous les cas la distance à la ligne 
de terre de la projection d'un point de l'espace sur l'un 
des plans de projection indique la distance du point à 
l'autre plan, et sa position le sens dans lequel il faut por- 
ter cette dislance. 

Comme les deux projections d'un point peuvent être 
situées indifféremment des deux côtés de la ligne de terre, 
on convient de les distinguer l'une de l'autre en donnant 
un accent à la projection verticale. 

16. La figure 12 indique sur le plan horizontal les 
projections a.a\h .h'^c.c^' d.d' des quatre points A, B,C,D 
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considérés dans l'espace sur la figure il, et situés dans 
les quatre angles dièdres formés par les plans de projec* 
tion*. 

17. Remarque. Tout point d*un plan bissecteur d*un 
angle dièdre étant h égales distances des deux faces, il 
résulte de ce qui précède que tout point du plan bissec- 
teur des angles dièdres 1 et 3 a ses projections à égales 
distances de la ligne de terre, et que tout point du plan 
bissecteur des angles dièdres 2 et 4 a ses projections qui 
sont confondues après le rabattement, en un point situé 
en avant ou en arrière de la ligne de terre, suivant que le 
point de l'espace est dans 1 angle 4 ou dans l'^iigle 2. 

DÉTERMINATIOIf d'uNE DROITE. 

18. une droite AB de Tespace (fig. 13) n'est pas déter- 
minée par sa projection ab sur un seul plan xt/M de pro- 
'xtion, car ab est la projection sur ce plan de toute ligne 
droite ou courbe tracée dans le plan projetant de AB , 
mais si Ton donne de plus la projection a" 6" de AB sur 
un second plan x\j^ non parallèle au premier, la droite AB 
devant se trouver à la fois dans les deux plans projetants 
menés par ab et a''b" sera généralement déterminée par 
leur intersection. 

19. La droite n'est pas déterminée, quand les deux 
plans projetants dont elle est l'intersection se confondent : 
comme chacun de ces plans est mené perpendiculairement 

Les élèyes qui commencent Tétude de la géométrie descriptive devront 
revenir souvent sur ce double exercice : 1* construire les projections d'un 
point donné ; 2* déterminer la position d'un point d'après ses projections, 
en faisant varier la position du point dans Tespace et les projections nar 
rapport à la ligne de terre. 
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à Tun des plans de projection, la droite est dans ce cas 
située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre ; 
pour la déterminer on donne les projections de deux 
de ses points ou bien sa projection sur un troisième 
plan. 

20. On peut généralement prendre à volonté deux droi- 
tes quelconques sur les deux plans de projection comme 
projections d'une droite de l'espace, car les plané proje- 
tants menés suivant ces droites se coupent en général. Il 
n'y a d'exception que dans le cas où ces plans sont pa- 
rallèles; comme Tun d'eux est perpendiculaire au plan 
horizontal et l'autre au plan vertical, ils sont tous deux 
perpendiculaires à la ligne de terre. Deux droites crises à 
volonté sur les deux plans de projection peuvent donc être 
considérées comme les projections d'une droite de l'espace^ 

' quand elles ne sont pas perpendiculaires à la ligne de terre 
en des points différents. 

Quand elles sont perpendiculaires à la ligne de terre 
en un même point, les plans projetants se confo.ident, et 
alors elles sont les projections de toute ligne située dans 
le seul plan projetant qu'elles déterminent. 

THÉORÈME. 

21 . Deux droites parallèles ÂB et CD (fig. 1 4) ont leurs 
projections ab et cd sur un mime plan MN parallèles. 

Soient A un point de AB et C un point de CD, leurs pro- 
jetantes Aa, Ce sur MN sont parallèles, les droites AB, CD 
sont parallèles par hypothèse ; les plans projetants BAa, 
DCc sont donc parallèles, et par suite leurs intersections 
ab, cd avecMN sont aussi parallèles, c. q, f. d. 
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^2. Corollaire. Toute droite parallèle à la ligne déterre 
a ses projections parallèles à cette ligne. 

THÉORÈME. 

23. Si les projections ab et cd, a'b" et c"d" (fig, 15) de 
deux droites AB et CD ^r £(^</x plans de projection sont 
respectivement parallèles y AB et CD 5o?ii parallèles. 

En effet, AB est rinlerseclion des plans projetants me- 
nés suivant ab eta"t"; CD est l'intersection des plans 
projetants menés suivant cdet c"d" respectivement paral- 
lèles aux deux premiers ; AB et CD sont donc parallèles. 

THÉORÈME. 

24. Toute droite parallèle à lun des plans de projection 
(fig. 16) se projette sur Vautre suivant une parallèle à la 
ligne de terre. 

Soit AB parallèle au plan vertical de projection, le plan 
BAa projetant de AB sur le plan horizontal, étant mené 
suivant AB et Aa parallèles au plan vertical de projection, 
est parallèle à ce môme plan ; donc ab et xy sont paral- 
lèles comme intersections de deux plans parallèles par 
un troisième. 

On démontrerait de même que toute droite horizontale 
AB (fig. 17) a sa projection verticale a!'b" parallèle à la 
ligne de terre. 

25. Le même principe s'ap[)lique par la même raison 
à toute courbe située dans un plan parallèle à Tun des 
plans de projection. 



DEUXIÈME LEÇON 

' REPRÉSENTATION D'UN PLAN 



26. On représente le plus souvent un plan par les deux 
droites suivant lesquelles il coupe les plans de projectiou 
et qu'on appelle ses traces . 

Ainsi le plan MNPQ représenté en perspective sur la fi-' 
gure 18, est représenté sur la figure 19, après le rabat 
tement du plan vertical, par sa trace horizontale MN ef 
sa trace verticale NP . 

On voit que les deux traces d'un plan coupent la ligne 
de terre au même point N qui est le point où cette ligne 
perce le plan. 

27. On sait qu'un plan est déterminé par trois points 
non situés en ligne droite, par un point et une droite, 
par deux droites qui se coupent ou par deux droites pa* 
rallèles ; quand la position d'un plan est ainsi fixée, on 
peut se proposer d'en déterminer les traces ; mais nous 
ne regarderons pas cette détermination comme nécessaire 
soit pour figurer le plan , soit pour aider à la résolution 
des problèmes. 

28. Un plan est généralement déterminé par ses traces ^ 



car par deui iroites qui se coupent oo ne peut faire pas- 
ser qu'on plan, li n\ a d'exception que lorsque les deux 
Iracts se confondent ; or Tune de ces trac^ est dans le 
plan horizontal de projection, Fautre dans le plan Terti- 
cal ; donc dans ce cas le plan f«asse par la lipie de terre; 
pour le déterminer on donne sa trace sur un troisième 
plan ou les projections d'un quelconque de ses points. 
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29. Un plan vertical PxP^ (fig- 20 « a sa trace Terti- 
cale sPj perpendiculaire à la ligne de terre, câr cette trace 
est Tintersection de deux plans perpendicubires au plan 
horiiontal. 

50. De même un plan Q^Q, i6g. 21 1 perpendicnlaire au 
plan vertical a sa trace horizontale Qp perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

31 . Un plan PaP, (fig. 22 ) perpendiculaire aux deux plans 
de projection a ses deux traces Px, zP^ perpendiculaires 
à la ligne de terre. Ce plan est souvent appelé plan de 
p rofiL 

32. Un plan RR^ (fig. 23) parallèle à la ligne de terre 
a ses deux traces R, R, parallèles à cette ligne, car si elles 
la rencontraient, la ligne de terre ne serait pas parallèle 
au plan. 

33. Un plan horizontal PQ (flg. 24) n*a pas de frace 
horizontale ; sa trace verticale p'^ est parallèle à la ligne 
de terre. 

34. De même un plan PQ (fig. 25), parallèle au plan 
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vertical de projection, n'a pas de trace verticaie , sa trace 
horizontale pq est parallèle à la ligne de terre. 

35. D'après le mode de représentation d*un plan per- 
pendiculaire à Tun des plans de projection, il est facile de 
déterminer les projections de l intersection d'tm pareil plan 
avec une lif/ne quelconque représentée par ses deux prcjec- 
tions. 

Soient par e^iemple le plan vertical PaP^ (fig. 27) et la 
courbe A. A'; lout point commun au plan et à la courbe 
a sa projection horizontale située h la fois sur la trace ho- 
rizontale Pa du plan et sur la projection horizontale A de 
la courbe ; soit m un point commun à ces deux lignes, le 
point de la courbe projeté horizontalement en m, ver- 
ticalement en m'y est un point commun à la courbe et au 
plan. 

On obtiendrait de même un point où la courbe perce- 
lait un plan perpendiculaire au plan vertical. 

La solution de cette question très-simple est d'une ti*ès- 
grande utilité dans la pratique. 

DÉTERMUfATION DE LA VRAIE GRANDEUR d'UNE FIGURE 
SITUÉE DANS UN PLAN VERTICAL. 

36. De même qu'on a rabattu le plan vertical de pro- 
jection autour de la ligne de terre pour l'appliquer sur 
le plan horizontal, on peut rabattre un plan vertical 
quelconque autour de sa trace horizontale et obtenir 
ainsi la vraie grandeur de toute figure située dans ce 
plan. 

Soit le polygone abcde. a^h'&d'e' (fig. 28) situé dans 
le plan vertical POP ; si Ton fait tourner le plan autour 



16 GÉOMÉTRIE DESCElirTlYE 

de PO pour l'appliquer sur le plan horizontal de pro- 
jection , et si l'on désigne par A le point de Tespace 
dont a, d sont les projections, la projetante verticale Âa 
de A prendra la position A^ a perpendiculaire à PO et con- 
servera dans ce rabattement sa vraie grandeur Aa égale 
à a' a, distance de sa projection verticale à la ligne de 
terre. On obtiendra de même les rabattements des autres 
sommets et Ton aura la vraie grandeur A^B^C^D^E^ du po- 
lygone. 

36 bi^. Au lieu de rabattre le plan POP^ autour de OP 
pour l'appliquer sur le plan horizontal, on peut le faire 
tourner autour de sa trace verticale OP^ (fig. 29) pour 
rappliquer sur le plan vertical ; dans ce mouvement au- 
tour de l'axe verlical OP^ un sommet a. a! décrit un arc de 
cercle horizontal dont le cenire est sur OP^ et dont le 
rayon est projeté en vraie grandeur suivant aO sur le plan 
horizontal (4, VI) ; cet arc est projeté horizontalement sui- 
vant am\^^ verticalement suivant a' A' (5) ; il rencontre le 
plan vertical de projection en A'; on obtient de même les 
positions des sommets B', C, D', E' et l'on a la vraie gran- 
deur A' B' C D' E' du polygone. 

On peut effectuer des mouvements analogues quand la 
tigure est située dans un plan perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 



C0:XVENTI0£4S RELATIVES A L^EXÉCOTION DES DESSINS 
DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

37. Dans les dessins de géométrie descriptive ou e\mxe% 
on distingue deux sortes de lignes : 1** celles qui servent 
û reorésenter les données et les résultats ; 2^* celles qui 
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indiquent les constructions ; les premières sont représen- 
tées par des traits pleins ou ponctués (points ronds ....)) 
selon qu'elles représentent des parties vues ou des parties 
cachées; les autres par des traits pleins au carmin ou du 

pointillé noir (traits discontinus ). Dans les lignes de 

construction on ne distingue pas les parties vues des par- 
ties cachées. 

Quelquefois, quand on ne représente qu'une partie d'un 
solide dont Tautre est enlevée, afin de conserver la trace 
du solide entier primitif, on représente par un trait mixte 
(pointillé dans lequel deux traits consécutifs sont séparés 

par un point — . — • ) les projections des lignes de la 

partie enlevée. 

Ce pointillé est aussi employé, mais rarement, pour re* 
présenter des lignes de construction d'une certaine im- 
portance. 

GONV^NTIONS RELATIVES AUX PARTIES VUES 
ET AUX PARTIES CACHÉES. 

58. Pour les projections horizontales l'observateur est 
supposé placé à une distance infinie au-dessus du plan 
horizontal ; pour les projections verticales il est supposé 
placé à une distance infinie en avant du plan vertical 
Dans chacune des deux hypothèses, les rayons visueh 
sont parallèles aux projetantes sur le plan correspon- 
dant. 

D'après cela, pour reconnaître les parties vues ou ca- 
chées sur la projection horizontale d'un polyèdre, on con- 
' sidère les plans verticaux projetants menés par les droites 
- qui forment le contour de la projection horizontale; ces 
plans forment un prisme droit indéfini dans T intérieur 

2 
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duquel se trouve le solide ; les arêtes qui sont projetées 
suivant les lignes de contour, partagent la surface du po- 
lyèdre en deux parties dont l'une est vue et l'autre cachée ; 
ces arêtes sont nécessairement vues; quant à celles qui 
sont projetées dans l'intérieur, on examinera pour Tune 
d'elles la verticale menée par l'un de ses points qui ne soit 
pas sur le contour ; selon que la projetante dirigée du 
point vers Tobservaleur rencontrera ou non le solide, ce 
point sera caché ou vu ; il en sera de même de l'arête à 
laquelle il appartient et de toutes celles qui aboutissent 
à une extrémité de cette arête non projetée sur le con- 
tour. 

Dans la plupart des cas on reconnaît à priori si cette 
projetante rencontre le polyèdre. Quelquefois on est obligé 
d'avoir recours à une construction que nous indiquerons 
plus loin (63). 

On opère de même pour la projection verticale au moyen 
d'un prisme circonscrit au polyèdre et perpendiculaire au 
plan vertical de projection. 

On convient encore que les plans de projection ne sont 
pas transparents et qu'un plan rabattu cache les projec- 
tions qu'il recouvre après le rabattement : il n'y a donc 
que les figures situées dans l'angle dièdre antérieur 
supérieur dont les projections seront jBgurées comme 
vues. 

Les plans représentés par leurs traces seront consi- 
dérés comme transparents, à moins qu'on n exprime le 
contraire. 
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PREWER EXERaCB^ 

39. 1* Construire les projectums £m prisme hexagonal 
régulier dont on donne une base abcdef (fig. 30) sur le plan 
horizontal de projection et la hauteur h. 

S"" Projeter ce prisme sur un plan vertical quelconque. 

l*" Le prisme se projette horizontalement suivant abcdef ^ 
puisque toutes ses faces latérales qui sont verticales se 
projettent suivant les côtés de ce polygone (5). 

La base abcdef reposant sur le plan horizontal de pro- 
jection se projette verticalement sur la ligne de terre 
(13, Rem. 1), une arête latérale menée par a se projette 
verticalement suivant a'a!' perpendiculaire à la ligne de 
terre et égale à la hauteur donnée A, puisque cette arête 
est parallèle au plan vertical de projection. La base su- 
périeure parallèle au plan horizontal est projetée verti- 
calement suivant la parallèle à la ligne de terre (24) 
menée par la projection verticale af de l'un de ses som- 
mets. Les projections verticales V^ (f^ d*, ^, f^ des au- 
tres sommets se trouvent sur cette parallèle et sur les 
perpendiculaires à la ligne de terre menées par les pro- 
jections horizontales correspondantes. 

IHstxnctim des parties vues et des parties cachées. 

\jdi projection horizontale du prisme se réduit à celle 
de sa base supérieure qui est vue ; cette projection sera 
donc dessinée en lignes pleines. 

i Afin que le lecteur puisse se familiariser tiec le mode de représenta*' 
lion que nous avons exposé et la lecture des projections» il est indispen» 
sable qu'U fasse de nombreux exercices de projections de solides. Nous en 
signalerons quelques-uns; mais ces exercices pourront être modifiés k to- 
lonté, suivant les modèles que les élèves auront sous les yeux. 
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Sur le plan vertical, pour reconnaître si une arête 
projetée en b'if dans l'intérieur du contour de la pro- 
jection est vue ou cachée, on remarquera que les pro- 
jetantes de tous ses points traversent le solide pour 
arriver à Tobservateur, puisque ces projetantes ont pour 
projection horizontale commune Vb et que Tobservateur 
est supposé placé à Tinfini en avant du plan vertical. On 
verra de même que l'arête projetée en &d' est cachée 
et que celles qui sont projetées en e'e^ ei ff sont 
vues. 

On obtient de la même manière la projection du so- 
lide sur un autre plan vertical quelconque mené suivant 
Xitii. Dans le cas de la figure, a;^i/^ a été pris perpendi- 
culaire aux deux côtés parallèles ab et de et par suite à 
la diagonale cfie la base ; dans ce cas, les projections 
des arêtes vues recouvrent les projections des arêtes 
cachées. 

DEUXIÈHE EXERCICE. 

40. Construire les projections d*un cube sur plusieurs 
plans de projection (f\g. M). 

Soit abcd le carré, base inférieure du cube, placé sur 
le plan horizontal de projection. On obtiendra facilement, 
comme dans le cas précédent, la projection verticale 
a'b'c'd' (fb^cfâ" du cube sur un premier plan vertical 
mené suivant ry, puis sa projection a\b\c\d\ cC ^b*' ^d' ^dP ^ 
sur un second plan vertical mené suivant x^y^ perpendi- 
culairement à la diagonale a c de la base. 

Soit proposé encore de projeter le solide sur un plan 
mené suivant a:,y, perpendiculairement au premier plan 
vertical; on obtiendra sur ce plan la projection d'un 
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point <f .a en menant par (f une perpendiculaire à la 
ligne de terre x^y^ et prenant sur cette perpendiculaire 
à partir de x,y, une longueur égale à aa\ qui mesure 
la distance du point considéré au premier plan ver- 
tical. 

On obtient de même les projections des autres som- 
mets. 

Pour distinguer les parties vues et les parties cachées, 
on supposera l'observateur placé à une distance infinie 
du nouveau plan de projeclion et du môme côlé que le 
cube; on considérera le sommet projeté en o^ dans l'in- 
térieur du contour et le plus rapproché du nouveau plan 
de projection; la projetante qui part de ce sommet doit 
traverser le cube pour arriver h l'observateur; ce point 
est donc caché, et par suite il en est de même des trois 
arêtes qui partent de ce point; on représentera donc 
leurs projections en ponctué. 

On voit de la même manière que les trois arêtes dont 
les projections concourent au point y sont vues. 

TROISIÈME EXERCICE. 

a . Construire les projections (Ttin prisme pentagonal 
régulier qui repose par une face latérale sur le plan ho- 
riwntal de projection. 

Trouver les projections et la vraie grandeur de la section 
faite dans ce prisme : l"" par un plan vertical; 2* par 
lui plan perpendiculaire au plan vertical de projection. 

m 

Soit aba^^ b^ (fig. 32) la face rectangulaire suivant la- 
quelle le prisme repose sur le plan horizontal. Une des 
bases du prisme est dans le plan vertical mené par ab ; 
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pour avoir les projections des sommets de cette base 
on rabattra son plan autour de àb sur le plan hori- 
zontal de projection (36) ; la base sera rabattue en vraie 
grandeur suivant le pentagone régulier ofrCDE. Considé- 
rons le sommet rabattu en D ; si de ce point on abaisse 
la perpendiculaire dd sur oft, quand on remettra le plan 
de la base dans sa position réelle, Dd deviendra une 
verticale et d sera la projection horizonlale du point D de 
l'espace. Dd représente la hauteur de ce sommet au- 
dessus du plan horizontal et par suite on obtiendra la 
projection verticale d' de ce point en menant did' per- 
pendiculaire à la ligne de terre et prenant S d'=Dd (11). 
On construira de même les projections verticales des au- 
tres sommets ainsi que celles des sommets de la base 
opposée. 

Distinction des parties vues et des parties cachées. 

Sur le plan horizontal les deux arêtes aa^^ bbi sont ca- 
chées, car les verticales menées des points de ces arêtes 
doivent traverser le prisme pour arriver à l'observateur ; 
les autres arêtes sont vues. 

Sur le plan vertical les projections &e\j ^e\ des deux 
arêtes CCi, EE^ situées dans un même plan horizontal se 
confondent en direction ; Tune de ces arêtes CCi placée 
en avant est vue, l'autre EEi placée en arrière est ca- 
chée ; mais la projection de EE^ n'est ponctuée que sur 
la partie (f^efi^ le reste coïncidant avec la projection de 
l'arête vue. 

! Il est facile de reconnaître encore que le sommet pro- 
jeté ene.ef est caché ; les projections c'd', e'a' qui passent 
par la projection verticale e^ de ce point doivent donc être 
représentées en ponctué. 
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l'* SoU proposé de construire la projection de la sec- 
tion faite dans ce prisme par un plan vertical PaPi (fig. 33). 

Les arêtes latérales sont coupées aux points projetés 
horizontalement en m, n, p, 9, r, verticalement en m', 
n\ p% g', r^. On a donc immédiatement les projections 
du pentagone d'intersection. La figure 33 représente le 
résultat en supposant qu'on ait enlevé la partie de droite 
du prisme. 

On obtient la vraie grandeur de la section soit en ra- 
battant le plan vertical P aPi autour de Pa sur le plan 
horizontal suivant nmjp^riÇ (36), soit en le faisant tourner 
autour de aP^ pour rappliquer sur le plan vertical de pro- 
jection suivant n^m^Ptr^qt (36 fris)*. 

S*" Soit proposé de construire les projections de la sec- 
tion faite dans ce prisme par le plan PaP^ perpendiculaire 
au plan vertical de projection (fig. 34). 

Les arêtes latérales sont coupées aux points projetés 
verticalement enn', w', p', g', r', horizontalement en w, 
^> P) 9? ^i ^^ ^ ^^^^ immédiatement les projections de 
tous les sommets du pentagone d'intersection. 

Remarque. On a mis deux lettres m'^p' à un même 
point de la projection verticale, parce que à ce point 
correspondent les deux points de l'espace projetés hori- 
zontalement en m et p et situés sur deux arêtes qui ont 
même projection verticale ; il en est de même du point 
marqué q'r'. 

La section a été rabattue en vraie grandeur sur le plan 

* Si les limites du dessin ne permettaient pas d'effectuer cette construo- 
tion, on emploierait le procédé indiqué plus loin (49). 
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horizontal suivant qrm^n^p^ et verticalement suivant 

Comme dans l'exemple précédent, on a supposé en- 
levée la partie du prisme qui est à droite du plan 
sécant. 



TROISIÈME LEÇON 



PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE 



42. Définitions. On appelle traces d'une droite les points 
où elle perce les plans de projection; trace horizontale le 
point où elle perce le plan horizontal et trace verticale le 
point où elle perce le plan vertical. 

PROBLÈME. 

45. Construire les projections d*une droite dont on 
donne les traces. 

Soient a et b' (fig. 35) les deux traces données ; la trace 
horizontale a se projette verticalement en a' sur la ligne 
de terre ; la trace verticale b' est à elle-même sa projec- 
tion verticale; a'b' est donc la projection verticale de- 
mandée. On obtient de même la projection horizontale 
en projetant horizontalement en b sur la ligne de terre la 
tracd verticale b' et joignant ab, 

PROBLÈME. 

i4. Déterminer les traces d'une droite doiit on donne les 
projections (fig. 35). 
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Soient ab^ a'V les deux projections données. La trace 
horizontale cherchée, située sur la droite et sur le plan 
horizontal de projection, se projette verticalement sur a' 6' 
et sur xy (13, Rem.I), par suite au point ol de rencontre 
de ces deux lignes; donc en menant a' a perpendiculaire 
à la ligne de terre, on obtient par sa rencontre avec ah 
la trace horizontale demandée a. On obtient de même la 
trace verticale V au point de rencontre de a'V avec la 
perpendiculaire hV menée à la ligne de terre par le 
point h où cette ligne est rencontrée par la projection 
horizontale ofr. 

REMARQUE SUR LA POSITION d'uME DROITE DONNÉE PAR SES 

PROJECTIONS. 

45. On peut concevoir la droite comme déterminée par 
rintersection de ses deux plans projetants, mais on aura 
une idée plus nette de sa position dans l'espace si Ton 
cherche d*abord ses traces et si Ton considère la droite 
qui joint ces deux points lorsque le plan mobile a repris 
sa position réelle. 

Si Ion ne- considère que la portion delà droite com- 
prise entre ses traces, il est facile de reconnaître sur la 
figure 36 que ab. a'V e^i situé dans Fangle 1, cd. cfd' 
dans l'angle 2, ef. e'p dans l'angle 3 et gh. g'fc'dans 
Tangle 4. 

On a représenté en ponctué les projections de toutes 
les parties de ces droites qui ne sont pas dans Tangle 1 
(38). 

PROBLÈME. 

46. Mener par un point donné m . m' une parallèle aune 
droite donnée ab . a' b' (fig. 37). 
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La projection horizontale de la droite demandée est 
parallèle à ab (21) et passe par le poinl m, elle est donc dé- 
terminée; on obtient de même sa projection verticale en 
menant par m' une parallèle m' c' k a'V. 

itl . Cas particulier où la droite donnée est dam un plan 
perpendiculaire à la ligne de terre (ûg. 58). 

Dans ce cas , la parallèle n'est plus déterminée par ses 
deux projections (19) ; mais l'indétermination cessera si 
Ton projette les deux parallèles sur un plan vertical mené 
par une droite x^y^ (Gg. 38) non parallèle à xy. Sur ce 
plan la droite ab.a'b' se projette suivant <fV (15), le point 
m. m' se projette en m" (13) ; la droite demandée est pro- 
jetée suivant m'^n" parallèle k (fV et un point quelconque 
de la droite projeté en n* a sa projection horizontale en n 
sur m n, parallèle à ab, et sa projection n' sur le premier 
plan vertical h une distance de xy égale à la distance de 
n"kx,y,(\i). 

Nous avons indiqué la solution précédente, parce 
qu'elle est une application d'un procédé général; mais 
en voici une autre plus rapide et qu'il convient d'employer 
dans la pratique (fig. 38 bis). On joindra le point donné 
m.m' k Tun des points a.i/ de la droite donnée; par le 
second point b.V de cette droite on mènera les droites 
bfiybn' respectivement égales et parallèles à am, afm' ; 
la figure ab mn.a'b w!n' est un parallélogramme et le 
sommet n • n' est un point de la parallèle deniandëe. 

PROBLÈME. 

48 . On donne les projections ab , a' b' d^une droite (fig. 59) , 
on demande : 
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1^ Im distance de deux points c. c% d.à' de cette droite; 

2*" Les projections d^un point de la droite distant de ce' 
d*une longueur donnée 1 ; 

S"" Les angles que fait la droite avec les plans de projec- 
tion. 

1® Si l'on rabat le plan vertical projetant de la droite 
autour de sa trace horizontale (36), les points e.c\ d, d' 
seront rabattus en C et D; CD est la distance chercliée. 

Remarque. Si les deux points donnés sont situés décotes 
difTérenls par rapport au plan horizontal de projection, 
ils auront leurs rabattements situés de côtés difiérentspar 
rapport à la charnière ab. 

2^ Si sur le rabattement on prend à partir de C une 
longueur CM=:/, M sera le rabattement d'un point de la 
droite distant de C de la longueur donnée {, si on relève, 
M sera projeté horizontalement en m, pied de la perpendi- 
culaire menée de M sur ab^ et verticalement en m\ point de 
rencontre de a'b' avec la perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par m. 

Il y a un second point m^. m\ qui satisfait à la ques- 
tion; pour l'obtenir il suffit de prendre cm^ = cm et 
e'm\ = cfmf. 

S"" L'angle de la droite rabattue AB avec sa projection 
ab est Tauj^le de la droite avec le plan horizontal. Si ces 
droites ne se coupaient pas dans les limites de l'épure, 
on mènerait par un point quelconque de ÂB une paral- 
lèle à ab. 

On obtient l'angle .que la droite fait avec le plan vertical 
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en rabattant autour de a! V sur le plan vertical le second 
plan projetant de cette droite. 

On peut résoudre les mêmes problèmes en faisant tourner 
le plan vertical projetant de la droite autour de sa trace ver- 
ticale bV pour rappliquer sur le plan vertical de projection 
(36 bis). 

1* La distance des points donnés est alors transportée 
en CD (fig. 40). 

2^ On point distant de C de la longueur donnée l s'ob- 
tient en prenant CM=:/ sur CD et en construisant le point 
m .m' de la droite qui vient se rabattre en H ; il suffit pour 
cela de faire en sens inverse les constructions effectuées 
pour déterminer les points C et D. 

S"" L'angle de la droite avec le plan horizontal est Tan- 
gle de DC avec la ligne de terre, puisque, dans le mouve- 
ment de rotation autour de b,b\ ba vient coïncider avec 
cette ligne. 

On pourrait de même faire tourner autour de sa trace 
horizontale a. a' le plan qui projette verticalement la 
droite. 

OÉIfÉnALISATlOIf DES CONSTRUCTIONS PRÉCÉDENTES. 

49. Il suffit qu'un plan soit parallèle à un plan de 
projection pour que ses éléments se projettent sur ce plan 
en vraie grandeur; donc, au lieu d'appliquer le plan 
vertical projetant de la droite sur le plan verlical de 
projection, on peut le faire tourner autour d'une ver- 
ticale quelconque de manière à le rendre parallèle à 
ce plan ; ses éléments se projetteront alors en vraie gran- 
deur. 
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Si Ton fait tourner la figure autour de la projetante 
Dd de l'espace (fig. 41), les projections d, d' du point D 
ne changent pas de position, la trace horizontale de du 
plan projetant devient dc^ parallèle à la ligne de terre ; 
la projection horizontale c de C vient se placer en e^ sur 
'dCj à la distance dc^=dc de d ; la projection verticale de 
ce point reste à la môme distance de la ligne de terre ; 
cette projection verticale (/^ est donc le point de rencontre 
de la parallèle à la ligne de terre menée par & avec la per- 
pendiculaire à cette ligne menée par c^. 

Dans cette position : l*" la distance des points c.ifjd.d' 
est donnée par d'&^; 2* un point distant de ce' de la lon- 
gueur I a sa projection verticalem\ sur c\ d' à une distance 
iî\r»\=/ dec'^; h cette projection verticale m\ (rabat- 
tement) correspond la projection verticale m' (position 
réelle) située au point de rencontre de cfd* avec la pa- 
rallèle à la ligne de terre menée par m\ \m,m' est le point 
cherché ; 3^ l'angle de la droite avec le plan horizontal, 
le même que l'angle de cette droite avec une parallèle à 
sa projection horizontale, est projeté en vraie grandeur 
suivant dV^c\ 

PROBLÈME. 

50. Mener par un point donné une droite qui fasse avec 
les plans de projection des angles donnés aet ^ (fig. 42). 

Considérons d'abord le cas où le point donné a . a' est 
sur le plan vertical de projection ; cherchons la trace 
horizontale de la droite demandée. 

Supposons le problème résolu et soit ab.a'V la droite , 
dans le triangle rectangle de l'espace qui a pour côtés 
de l'angle droit ab et aa'^ on connaît a' a et langle aigu 



SÉOMÉTRIE D£SCRI1>TIYE. M 

opposé qui est égal à l'angle donné a. Construisons 
ce triangle sur le plan vertical de projection en menant 
par d la droite d h^ qui fait avec la ligne de terre 
l'angle a ; le point cherché h se trouvera sur Tare de 
cercle décrit du point a comme centre avec a\ pour 
rayon. 

Dans le triangle rectangle de l'espace qui a pour cdiés 
de l'angle droit W elb'd^ on connaît l'hypoténuse qui 
est la même que celle du triangle a' aft^ déjà construit et 
Tangle aigu opposé à (b' qui est égal à l'angle donné 0. 
Pour construire ce triangle, menons a'd faisant avec a\ 
l'angle^, et abaissons la perpendiculaire b^d sur cette 
droite; l'arc décrit de a' comme centre avec a' d pour 
rayon rencontre la ligne de terre au point b' pied de la 
perpendiculaire y t ; le point de rencontrée de cette per- 
pendiculaire fry avecla circonférence, premier lieu trouvé 
de ce point by est la trace horizontale de la droite cher- 
chée. On en déduit facilement les projections aby a' V de 
cette droite. 

L'arc décrit de ot comme centre avec a'd pour rayon 
peut rencontrer la ligne de terre en deux points ; les 
perpendiculaires menées par ces points à la ligne de 
terre rencontrent chacune en deux points la circon- 
férence décrite de a comme centre avec ab^ pour rayon ; 
le problème admet donc généralement quatre solutions ^ 

^ Diêcussitm. — Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
l'arc décrit' du point a' comme centre ayec a'd pour rayon rencontre la 
ligne de terre, c'est-à-dire que l'on ait 

a'd^aa'; 

or on a afd=(^biC08^, 

aa'=€^bi sin a. 

La condition précédente devient donc 

a*bi cos jS^a'^i sin a, 



32 GÉOUÊTRIE DESCHIPTIVE. 

Nous n'en avons indiqué que deux sur la figure. Les 
deux autres sont symétriques des premières par rapport 
au plan vertical de projeclion. 

Pour résoudre le même problème quand le point donné 
a une position quelconque, on mène d'abord une droite 
faisan t. les angles donnés avec les pl^ns de projection par 
un point quelconque du plan vertical, puis on mène par le 
point donné une parallèle à la droite ainsi obtenue ^. 

ou . sin (90« — pi ^ sin a» 

ou 00* — ji^a, 

puisque les angles 00«— ^ et a sont nécessairement aigus, ou enfin 

La somme des angles donnés doit donc être au plus égale à un angle 
droit pour que le problème soil possible. 

Dans le cas où l'on a cc + 13= 90, on a aussi a'd=aa', et la circonfé- 
rence de rayon afd touche la ligne de terre en a; il n'y a plus qu'une per- 
pendiculaire, et par suite que deux droites qui satisfont à la question; ces 
droites sont dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

* On peut lésoudre ce problème plus simplement de la mahiéie sui- 
vante : 

Soient a. a' [fig. 191) le point donné dans une position quelconque, « Tan- 
gle que la droite doit faire avec le plan horizontal et p celui qu'elle doit 
faire avec le plan vertical. La' condition de faire avec le plan horizontal 
l'angle a exige que la droite demandée soit une génératrice d'un cône de 
révolution ayant pour sommet le point a,a% pour axe la verticale menée 
par a.af et dont les génératrices iont avec l'axe le complément de a. Ce 
cône a pour contour apparent vertical les droites aV, a'd*, qui t'ont avec xy 
Tangle a, cl pour trace horizontale la circonférence cd. 

La condition de faire avec le plan vertical l'angle j3 exige que la droite 
demandée soit une génératrice d un cône de révolution a>ant pour ifomroe 
le point a. a', pour axe la perpendiculaire menée de a. a' sur le plan ver- 
tical et dont les génératrices (ont avec l'axe le complément de ^. Ce cône 
a pour contour apparent horizontal les droites ae, a/* qui font avec xy l'an- 
gle p. 

Il suffit donc de déterminer les génératrices communes à ces deux cônes. 
Une sphère auxiliaire décrite du point a.a' comme centre, a>upe le premier 
cône suivant deux parallèles dont l'un est projeté verticalement suivant la 
droite m'n', hoiizonlaloiiient en vraie grandeur suivant la circontérence 
mn ; elle coupe le second cône suivant deux parullcles dont l'un est projeté 
horizontalement suivant la dn<iie pq; les points r et /, communs à mn 
et iJi^, bunt les projections horizontales de deux points appartenant aux 
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PROBLÈME. 

51 . Observation sur le point de rencontre de deux droites 
données par leurs projections. 

Lorsque deux droites se coupent, leur point commun 
se projette horizontalement au point de <*encontre de leurs 
projections horizontales, et verlicalement au point de ren- 
contre de leurs projections verticales ; on reconnaîtra donc 
que deux droites données par leurs projections se cou- 
pent, quand les points de rencontre de leurs projections 
sur les deux plans seront situés sur une perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

Quand les deux droites ont une projection commune, 
elles sont situées dans un plan projetant commun et par 
suite se coupent ou sont parallèles ; sur le plan de pro- 
jection où les projections des deux droites sont différen- 
tes, le point commun aux deux droites a pour projection 
le point de rencontre de ces projections. 

Quand les projections de deux droites ab.a'b', cd.e'i' 

génératrices d'iiilei*secUon. On en déduit les projections verticales r', ^ 
situées sur m'n'. Les droites que l'on obtient en joignant a. a:' à ces points 
r.f^, l.V, satisfont à la question. 

Si l'on considère le prolongement de Tun des cônes considérés, il est 
facile devoir qu'on obtient deux nouvelles solutions ar^Mi'^ ai^,a*i*. 

Pour que le problème soit possible, il faut que pq rencontre la circon- 
férence mit, c'est-à-dire que la perpendiculaire aq menée de a sur pç soit 
au plus égale à am; il faut donc que l'on ait : 

ag ^ am ou a'ni^ 

ou, en appelant R le rayon de la sphère auxiliaire» 

Rsin^^Rcosa, i .. 

d'où sin ^ < sin (90» — a) ; 

et, puisque ^ et -^ — a sont des angles aigus, x ~ ; 

^<90»— a 

ou « + ^<90*. 
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(fig. 43) coïncident sur les deux plans de projection, ce 
qui arrive quand ces droites sont dans un même plan 
pei*pendiculaire à la ligne de terre, on détermine leur 
point de rencontre en rabattant le plan qui les contient 
autour de sa trace ab sur le plan horizontal ; le point 
commun aux deux droites AB et CD rabattues est le rabat- 
tement du point cherché; il est facile d*en déduire ses 
projections o et o\ 



QUATRIÈME LEÇON 



PROBLÈMES REUTIFS AU PUN 



PBOSLÈIIES INDÉTERMINÉS. 

52. Construire les traces (ïun plan qui contienne une 
droite donnée ab.a'b' (fig. 44). 

On déterminera les traces a et fc' de cette droite (44) et 
on les joindra à un point quelconque a de la ligne de 
terre; la plan PaP^ ainsi déterminé satisfait à la question, 
puisqu'il contient deux points a et b' de la droite donnée. 

Si l'on ne demande pas que le plan soit déterminé par 
ses traces, il suffit de mener par un point de ah.a'V une 
droite quelconque , cette droite et ab . a!V déterminent un 

plan qui satisfait à la question. 

• 

53. Construire les traces d^un plan qui contienne unpoint 
donné m . m' (fig. 44) . 

On mènera par le point m. m' une droite quelconque 
ab.afb' et l'on construira un plan quelconque PaP^ con- 
tenant cette droite (52); ce plan contenant afr. a' 6' con- 
tient le point m . m' situé sur cette droite. 

Si le plan ne doit pas être déterminé par ses traces, on 
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mène par m. m' deux droites quelconques ; le plan de ces 
droites satisfait à la question. 

54. Constrmre les prc^ections d*une droite située dans un 
plan. 

1*" Si le plan est déterminé par ses traces Pa, aP^ (fig. 44), 
on prendra un point quelconque a sur la trace horizontale, 
un point quelconque b' sur la trace verticale, et Pon con- 
struira (43) les projections afr, a'b' de la droite qui a pour 
traces ces deux points. 

2° Si le plan est donné par deux droites qui se cou- 
pent ab.a'b\ aca'c' (fig. 45), il suffit de joindre un point 
quelconque m.mf de la première à un point quelconque 
n.n'de la seconde. 

S"" Si le plan donné passe par la ligne de terre et un 
point, toute droite joignant ce point à un point quelconque 
delà ligne de terre est une droite du plan. 

55. Mener une horizontale dun plan. 

V Le plan donné (fig. 47) est figuré par deux droites 
qui se coupent ab.a'V^ ac.a'd ; toute horizontale de ce 
plan a sa projection verticale m' ri parallèle à xy; les 
points m' et n' de rencontre avec a'ft' et a'c' sont les pro- 
jections verticales des points où l'horizontale considérée 
rencontre les droites données; les projections horizon- 
tales de ces droites situées sur les projections horizontales 
des droites sont m et n ; mn est la projection horizontale 
cherchée. 

2** Le plan donné PaP^ (fig. 46) est figuré par ses traces. 
Une horizontale mv.m'v' quelconque du plan a sa projec- 
tion verticale m'v' parallèle à xxjj sa trace verticale v' sur 
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aP, trace verticale du plan, et sa projection horizontale 
rm parallèle à la trace horizontale Pa. 

3" Si le plan donné passe par la ligne de terre ou est 
parallèle à cette ligne, on construit une droite quelconque 
du plan (54, 1° et S*"), et ^par un point de cette droite on 
mène une parallèle^à la ligne de terre. 

On construirait de même dans un plan une droite pa- 
rallèle au plan vertical de projection. 

56. On donne la projection horizontale d'une droite si- 
tuée dans un plan^ construire sa projection verticale. 

1° Si le plan est donné par deux droites qui se cou- 
pent ab.a'b'y ae.dd (fig. 45), les points m et n où la pro- 
jection donnée ef coupe les projections horizontales ah et 
ac des deux droites sont les projections horizontales des 
points où la droite cherchée rencontre les deux droites 
qui déterminent le plan ; les projections verticales de ces 
points sont T[i^ri\v^'n! est donc la projection verticale 
demandée. 

2"* Si le plan est donné par ses traces Pa et oP^ (fig. 44) , 
on considérera les deux traces comme deux droites du 
plan ayant chacune la ligne de terre pour une de ses pro- 
jections. Les points a et 6 de rencontre de la projection 
donnée ab avec Pa et xy donnent les projections verticales 
correspondantes a' et V sur xj/ et aP^ ; a* V est donc la 
projection verticale demandée. 

Si, au lieu de la projection horizontale, on donnait le 
projection verticale de la droite, on résoudrait le pro7 
blême de la même manière. 

3® Si le plan est parallèle à la ligne de terre ou passe 
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par cette ligne et un point, on sait mener dans ce plan 
une droite quelconque (54, 1* et 3**) et par suite on con- 
naît les projections de son point de rencontre avec la 
droite considérée. On a donc facilement deux points de la 
projection horizontale cherchée. 

Si, au lieu de la projection horizontale, on donnait la 
projection verticale de la droite, on résoudrait le pro- 
blème de la même manière. 

PROBLÈME. 

57 « On donne la projection horizontale d*un point situé 
dans un plan; déterminer sa projectioji verticale. 

Quel que soit le mode de représentation du plan, on 
mènera par la projection donnée une droite que l'on con- 
sidérera comme la projection horizontale d'une droite 
du plan (56), on construira la projection verticale de cette 
droite ; la projection cherchée du point se trouvera sur 
celte projection verticale. 

Quand le plan est déterminé par ses traces (fig. 46), on 
se sert souvent de Thorizontale mv, v'd\ qui passe par le 
point. 

Quand le plan passe par la ligne de terre et un point 
donné o.o' (fig. 48), on joint la projection horizontale 
donnée m à la projection horizontale o du point qui dé- 
termine le plan ; mo rencontre la ligne de terre en un 
point p qui appartient à la droite du plan projeté en om, 
po' est la projection verticale de cette droite ; po' contient 
donc la projection verticale cherchée m'. 

Si, au lieu de la projection horizontale du point, on don- 
nait sa projection verticale, on résoudrait le problème de 
la même manière. 
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APPLICATION. 

58. On donne les projections sabc, s'a'b'c' (fig. 40) 
d^uue pyramide triangulaire; on demande de reconnaître si 
les projections horizontales des arêtes sa, sb, se, qui sont 
dans Vintérieur de la projection de la pyramide^ doivent être 
représentées comme vues ou cachées. 

Ces arêtes sont vues ou cachées selon que le point s . s' 
qui leur est commun est situé au-dessus ou au-dessous de 
la (nce abc . a'b' c\ Pour le reconnaître cherchons la pro- 
jection verticale du point de cette face projetée en s (57) ; 
la projection verticale obtenue ^ est plus rapprochée de 
la ligne de terre que s' projection verticale du sommet s . sf 
de la pyramide ; le sommet s . s' est donc vu en projection 
horizontale, et par suite il en est de même des trois arêtes 
qui passent par ce sommet. 

En raisonnant de la même manière pour le plan ver- 
tical, on reconnaît que les arêtes projetées on s'a'j s'b\ 
s'c' sont cachées. 

PROBLÈME. 

59. Construire les traces d'un plan déterminé par deux 
droites ab.a'b', ac.a'c' qui se coupent (tig. 50). 

Les traces des deux droites sont nécessairement si- 
tuées sur les traces du plan; si donc on détermine les 
traces horizontales 6 et c des deux droites et leurs traces 
verticales d' et e', bc et dV sont les traces du plan 
cherché. Comme vérification, ces droites doivent couper 
la ligne de terre au même point a. , 
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60. On consiruirail de la même manière les traces 
d'un plan déterminé par deux droites parallèles. 

61. Si les traces des deux droites sont situées hors 
des limites de l'épure, on peut avoir recours à d'autres 
droites du plan obtenues en joignant des points pris ar- 
bitrairement sur l'une des droites données à des points 
quelconques de l'autre. 

62. Quand l'une des deux droites données est parât 
lèle à l'un des plans de projection, la trace sur ce plan 
du plan cherché étant parallèle à cette droite est parai 
lèle à sa projection sur le même plan. 

63. Pour construire les traces (Tunplan déterminé par 
trois points j enjoint un des trois points donnés aux deux 
autres, et l'on est ramené encore à construire les traces 
d'un plan déterminé par deux droites qui se coupent. 

64. On construirait de la même manière les traces 
d'un plan déterminé par un point et une droite. 

PROBLÈME. 

65. Mener par un point donné a. a' tin plan parallèle 
à deux droites données mn.m'n', pq.p'q' (tig. 50). 

Si par le point donné a. a' on mène des parallèles aft. 
a'b% ac.a'c' aux droites doimées, le plan de ces deux 
parallèles sera le plan cherché. 

Ces deux parallèles déterminent le plan ; si Ton veut 
en avoir les traces* on opérera comme dans le problème 
précèdent. 
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PROBLÈME. 

66. Mener par une droite donnée un plan parallèle à 
une autre droite donnée. 

On mènera par un point de la première droite une 
parallèle à la seconde ; le plan de cette parallèle et de 
la première droite sera le plan demandé. 

PROBLÈME. 

67. Mener par un point un plan parallèle à un plan 
donné. 

Si le plan est donné par deux droites qui se coupent, 
le plan des deux droites menées par le point parallèle 
ment aux deux droites données est le plan cherché* 

Si le plan est donné par ses deux traces Pa,aP^ 
(fig. 51), on peut considérer Pa et aP^ comme deux droites 
du plan; mais dans ce cas on peut simpliGer les con- 
slructions en observant que les intersections de deux plans 
parallèles par un troisième étant parallèles, les traces 
du plan cherché sont respectivement parallèles aux traces 
du plan donné ; il suffit donc de déterminer un point de 
Tune d'elles. Par le point donné m. m' on mènera une pa- 
rallèle mv.m'v' à la trace horizontale Pa; par la trace 
verticale v' de cette droite on mènera Q^p parallèle à 
PjŒ, et par le point de rencontre p avec la ligne de terre, 
QP parallèle à aP; le plan QPQi est le plan demandé. 

68. Si le plan donné passe par la ligue de terre et un 
point donné o . o' (fig. 52), on trace une droite quelconque 
du plan donné en joignant le point o.o' à un point quel- 
conque a de la ligne de terre ; on mène par le point 



42 GÉOMÉTRIE DESCRIPnVE. 

donné m . m' une parallèle mfr . m' fr' à cette droite, les traces 
h et V de cette parallèle appartiennent aux traces du' plan 
cherché ; il suffit donc de mener par ces points des paral- 
lèles ftr, è'fj à la ligne de terre. 

PIlOBllHE. 

69. Détei^iner Vintersection de deux plans. 

Soient VaP^ et Q0Oi (fig- 53) les deux plans donnés ; le 
point h de rencontre de leurs traces horizontales est un 
point commun aux deux plans et par suite la trace ho- 
rizontale de leur intersection. Le point de rencontre v' 
de leurs traces verticales est de même la trace verticale 
de cette intersection ; on a donc à construire les projec- 
tions vh, v'h' d'une droite^ dont on connaît les traces 
(43). 

PROBLÈME. 

70. Déterminer le point commun à trois plans. 

Soient A, B, C les trois plans donnés. Cherchons Pin- 
tersection des plans A etB, puis celle des plans A et C; 
ces deux intersections situées dans un même plan A se 
coupent généralement; leur point de rencontre est le 
point commun aux trois plans. 

Comme vérification, l'intersection des plans B et C doit 
passer par le même point. 

Pour qu'il y ait un point commun, il faut : l"* que le 
plan A coupe les plans B et C, c'est-à-dire ne soit paral- 
lèle à aucun d'eux ; 2** que les intersections des plans 
A et B, A et C ne soient pas parallèles. 
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CAS PARTICULIERS DE L INTERSECTION DE DEUX PLANS. 

71. Marche générale à suivre. Quand les traces des 
deux plans se coupent en dehors des limites de Tépure 
ou quand les deux points qui déterminent l'inlersection 
se confondent en un seul, la solution générale n'est 
plus applicable. Dans ces cas on peut obtenir un point 
de l'intersection au moyen d'un plan auxiliaire choisi 
de manière qtfil soit facile de construire ses intersec- 
tions avec les deux plans donnés; le point de rencontre 
de ces deux intersections est le point commun aux trois 
plans et par suite^ un point de l'intersection cherchée. 

On peut souvent employer comme plans auxiliaires des 
plans quelconques, mais on emploie de préférence des 
plans parallèles aux plans de projection ou perpendicu- 
laires à la ligne de terre. Ces plans* donnent générale- 
ment des constructions plus simples. 

Quelquefois, d'après les conditions que rempli3sent 
les données, Tinterseclion des deux plans doit satis- 
faire elle-même à certaine condition particulière ; on se 
sert de cette condition pour construire les projections 
de l'intersection. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT l'uN EST HORIZONTAL. 

72. La solution de ce problème revient à déterminer 
la projection horizontale vd (fig. 46) ou mn (fig. 47) d une 
horizontale d'un plan, quand on connaît sa projection 
verticale (55). 

On obtiendrait de même l'inlersection de deux plans 
dont lun est parallèle au plan vertical de projection. 
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INTERSECnON DE DEUX PLANS DONT l'uN EST PERPENDICULAIRE 

A LA LIGNE DE TERRE. 



73. 1* Si le plan est déterminé par ses traces, l'inter- 
section (fig. 55) est déterminée perses deux traces h et v\ 
qui sont les points de rencontre des traces des deux 
plans. — Cette intersection a été rabattue suivant hv^sur 
le plan horizontal de projection. 

2*" Si le plan est déterminé par deux droites qui se 
coupent, les points où ces droites percent le plan de 
profil sont deux points de l'intersection. 

5^ S'il passe par la li^ne de terre el un point donné, 
l'intersection est déterminée par son point de rencontre 
'avec la ligne de terre et celui où il rencontre la pa- 
rallèle à cette ligne menée par le point donné. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS PARALLÈLES A LA LinNE 

DE TEnRE. 

74. L'intersection est parallèle à la ligne de terre; 
car si par un point de cette intersection on mène une 
parallèle à la ligne de terre, cette parallèle est contenue 
dans chacun des deux plans et par suite coïncide avec 
leur intersection. 

Soient PP^ et RR^ les deux plans donnés (fig. 56); un 
plan quelconque SaSj coupe PP^ suivant ah.a!h\ RR^ sui- 
vant cd. dd'\ le point e . e^ commune ces deux intersections 
est un point de l'intersection cherchée; il suffit donc de 
mener par ce point une parallèle eo,e!o' à la ligne de 
terre. 
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75. Au lieu d'un plan auxiliaire quelconque, on peut 
employer un plan de profil TT^ (fig. 56) ; ce plan coupe 
PPj suivant une droite ayant pour traces g el p ei ra- 
battue en gf^ sur le plan horizontal de projeclion ; il 
coupe RR^ suivant une droite ayant pour traces leikf ei 
rabattue horizontalement en /&^; le point commun kgf^ 
et Ik^ est le rabattement d'un point de l'intersection cher- 
chée. Si l'on remet le pLin auxiliaire dans sa vraie posi- 
tion, le point se projette horizontalement en o, pied 
de la perpendiculaire menée de o sur la charnière, et 
verticalement en o' à une distance de la ligne de terre 
égale à Oo; la parallèle oe.o' é^ menée par o .o' à la ligne 
de terre, est l'intersection cherchée. 



OBSERVATION SUR DEUX PLANS DONT LES TRACES SONT 
RESPECTIVEMENT PARALLÈLES. 

76. Quand les traces respectivement parallèles de deux 
plana rencontrent la ligne de terre, les deux plans sont 
parallèles, puisque deux angles dont les côtés sont pa- 
rallèles ont leurs plans parallèles; mais on ne peut plus 
tirer cette conclusion lorsque les traces sont parallèles 
à la ligne de terre. Nous allons examiner à quelle con- 
dition elles doivent satisfaire dans ce cas pour que les 
plans soie t parallèles. 

Il suffit, d'après le principe cité plus haut, que les 
sections faites dans les deux plans par un plan quel- 
conque non parallèle à la ligne de terre soient paral- 
lèles. Si Ton considère un plan de profil TT^ (fig. 57), Tes 
sections faites par ce plan dans les deux plans donnés 
sont deux parallèles rabattues suivant à h^\e,c\ dans 
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les triangles semblables ace^, abd^^ on a la proportion: 



ab _ ac 



OU 

ad"^ ae 

Donc, pour que les plans soient parallèles, le rapport 
des distances des traces de Tun des plans à la ligne de 
terre doit être égal au rapport analogue pour les traces 
de Tautre plan, en supposant les traces de même nom si- 
tuées d'un même côté par rapport à la ligne de terre. 

Pour reconnaître graphiquement si celte condition est 
remplie, il suffit de mener par un point quelconque a de 
la ligne de terre deux droites quelconques am, an et de 
joindre les points pet 9, r et «où elles rencontrent les 
traces d'un même plan; les droites fq, rs ainsi obtenues 

doivent être parallèles, car les rapports—, — > respeclivc- 
mcnl égaux à — , — , sont égaux entre eux. ♦ 

DnXRSEGTION DE DEUX PLANS QUI COUPENT LA LIGNE 
DE TERRE AU MÊME POINT. 

77. Soient PaP^ et QaQ, les deux plans donnés (fig. 58) ; 
le point «où la ligne de terre est coupée par les deux plans 
est un point de Tintersection ; pour en obtenir un second, 
coupons les deux plans par un plan quelconque S^S^; le 
point m. m' commun aux deux intersections appartient a 
l'iotersection cherchée. 



GÉOUÉTBIË DESCRIPTIVE. 47 

INTERSECTIOIf DE DEUX PLANS DONT LES TRACES SUR UN DES PLANS 
DE PROJECTION SE COUPENT EN DEHORS DES LIMITES DE l'ÉPURE. 

78. Soient PaP^ et Q^Q^ (fig. 59) les plans donnés dont 
les traces verticales aP^, PQ^ se coupent en dehors des li- 
mites de l'épuré ; le point h où se coupent les traces hori- 
zontales des deux plans est la trace horizontale de Tinter- 
section. Pour obtenir un second point de cette intersection, 
coupons les deux plans donnés par un plan horizontal 
auxiliaire m'n' ; le plan PaP^ sera coupé suivant Thorizon- 
talemp.m'n', le plan Q^Q^, suivant l'horizontale nq.m'n'; 
le point . o' commun à ces deux droites est un point de 
l'intersection cherchée ho.Wo'. 

inï'-.rsection de deux plans dont les traces sur les deux 
plans de projection se coupent en dehors des limites de 
l'épure . 

79. Soient PaP^ et Q^Q^ les deux plans donnés (fig. 60) ; 
un plan auxiliaire horizontal m'n' et un autre plan pq pa- 
rallèle au plan vertical donnent généralement deux points 
o.o\r y de l'intersection. 

Dans la pratique il convient de prendre les deux plans 
auxiliaires aussi éloignés que possible des deux plans de 
projection, afin d'avoir deux points de l'intersection aussi 
éloignés Tun de Tautre que le permettent les données. 

80. Il peut se faire que, quelles que soient les posi- 
tions des plans auxiliaires, on n'obtienne par ce procédé 
aucun point dans les hmites de Tépure. Dans ce cas on a 
recours à un plan auxiliaire R^R^ (fig. 61) parallèle à 
l'un des plans donnés PaP^ et assez rapproché de 9|^9, 
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pour que les traces se coupent en c et d' dans les limites 
de répure; Tintersection cd.&d' de ce plan et de Q^Q^ 
est parallèle à Tintersection cherchée ; il suffit donc de 
trouver un point de chacune des projections de cette der- 
nière intersection. 

Supposons le problème résolu et soit yP=-^ • La figure 

auxiliaire d*^c^ et la figure que l'on formerait en prolon- 
geant les traces des plans donnés sont semblables, les 
éléments homologues sont donc proportionnels. Soit d le 
point homojogue à c' on a a'P=5c'P et de même fcp=5d3- 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT LES TRACES SUR l'uN 
DES PLANS DE PROJECTION SONT PARALLÈLES. 

81. Soient PaP^ el Qp.O^ (fig. 62) les plans donnés dont 
les traces horizontales Pa cl Q3 sont parallèles* L'intersec- 
tion des deux plans est parallèle à ces traces ; car si par un 
point quelconque de T intersection on mène une parallèle 
à Pa et par suite à Q^, cette parallèle sera située dans cha- 
cun des deux plans ; elle coïncidera donc avec leur inter- 
section. On connaît d'ailleurs la trace verticale v' de cette 
intersection, il suffit donc de mener par le point v.t;' une 
parallèle va.v'a! à Thorizontale Pa. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT l'uN PASSE PAR LA 
LIGNE DE TERRE ET UN POINT DONNÉ. 

82. Soient PaP^ le plan quelconque (fig. 63) et o.& le 
point qui, avec la ligne de terre, détermine le second plan. 
Le point a où PaPj coupe la ligne de terre est un point 
de l'intersection ; pour en obtenir un second, menons un 
plan horizontal par o.o' \ ce plan coupe le plan qui passe 
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par la ligne de terre suivant oc.o'c' parallèle à celte 
ligne; le plan PoP^ suivant Thorizonlale md.m'e'; le 
point 9.9', commun à ces deux intersections, est un point 
de l'intersection cherchée; il suffit donc de joindre 

IMTERSEGTIOn d'uN PUN HOMZOïrrAL ET d'uN PUN 
PARALLÈLE A LA LIGNE DE TERRE. 

83. Soient PP^ et m'n' les deux plans donnés (fig. 64) ; 
rintersection cherchée est parallèle à la ligne de terre et 
a pour projection verticale m'n'. Si Ton prend un point a' 
quelconque sur cette projection verticale, on obtient fa- 
cilement la projection horizontale a correspondante au 
moyen d'une droite hc.h'd tracée dans le plan PP^ et qui 
passe par ce point ; m parallèle à la ligne de terre est la 
projection horizontale de l'intersection cherchée. 

Cette solution s'applique également au cas où le plan 
PP^ passerait par la ligne de terre et à celui où le plan 
horizontal serait remplacé* par le plan vertical de projec- 
tion. 

IMTERSEGTION .E DEUX PLANS DONT LES TRACES, APhÈS 
LE RABATTEMENT, SONT EN LIGNE DROITE. 

84. Soient PoP, et OgO^ les plans donnés (fig. 65) , le 
poitit m, où se coupent leurs traces, est à la ibis la trace 
horizontale et la trace verticale de l'intersection ; si Ion 
suppose le plan vertical ramené dans sa position réelle, on 
voit que la droite qui joint ces deux traces est dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre et qu elle fait 
des angles de 45"* avec les plans de projection dans l'an- 
gle 2 ou langle 4. Sur la figure cette intersection a été 

4 
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rabattue suivant mm^ sur le plan horizontal de projec- 
tion. 

Dans le cas où le point commun aux traces est situé 
sur la ligne de terre, on n'a plus qu'un point de Tinter- 
section, mais ce point suffit pour la déterminer, car sa 
direction est parallèle à celle de l'intersection de l'un 
des plans donnés et d'un plan quelconque parallèle à 
l'autre. 



CINQUIÈME LEÇON 



APFUGATIORS 



85. Déteiininer la section faite dans une pyramide SABC . 
S'A'B'C par un plan PaP, (fig. 66). 

Cherchons la section faite par le plan PaP^ dans la 
face SAC.S'A'C; si Ton conçoit celte face prolongée, sa 
trace horizontale AC coupera la trace horizontale Pa du 
plan sécant en un point h qui est la trace horizontale de 
l'intersection des deux plans; on obtient un second point 
de cette intersection au moyen d'un plan auxiliaire hori- 
zontal m'n'; ce plan coupe la face de la pyramide suivant 
ao.m'n' parallèle à AC, le plan PaP^ suivant cd.m'n' pa- 
rallèle à Pa; le point ce', commun à ces deux intersec- 
tions, est un point de Tintcrsection cherchée ch.c'h' des 
deux plans; la partie utile de cette intersection est la 
droite fmie 1 2, V 2', limitée aux arêtes SA. S' A', SC .S'C 
delà face SAC. 

Le point 2. 2', situé sur Tarôte SA. S' A\ appartient à la 
face SB A . S' B' A' et au plan PaP^ : il est donc un point de 
rintersection de ces deux plans; le point fc, où se cou- 
pent les traces horizontales Pa et BA de ces plans, est 
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un second point de cette intersection qui est ainsi déter- 
minée. La partie utile de cette intersection est la droite 
finie 2 3,2' 3', située sur la face SAB . S' A'B'. 

L'intersection de la face SBC.S'B'C et du plan PaP^ est 
déterminée par les deux points 1.1', 3.5', situés sur les 
arêtes SB. S'B', se. S'C. 

On peut résoudre ce problème d'une manière diffé- 
renle, que nous indiquerons plus loin (137), au moyen 
d'un plan vertical auxiliaire de projection perpendiculaire 
au plan sécant; mais la marche que nous avons suivie a 
l'avantage de conduire à une solution simple du problème 
de l'intersection de deux polyèdres. 

PROBLÈME. 

86. Intersection de deux polyèdres quelconqties. 

Soient P et Q les deux polyèdres donnés. Cherchons 
d'abord une face a de P et une face 1 de Q qui donnent 
une partie utile de l'intersection des deux solides* Il suffit 
pour cela de mener un plan horizontal convenablement 
choisi et de construire les projections horizontales des 
deux polygones d'intersection (55) ; tout point de ren- 
contre d'un côlé du premier polygone avec un côté de 
l'autre est un point de l'intersection cherchée, et les deux 
faces sur lesquelles il se trouve peuvent être prises pour 
les faces considérées aet 1 *. 

L'intersection de ces deux faces sera déterminée par 
le point déjà trouvé et un point donné par un second plan 
horizonlal auxiliaire (si les traces horizontales des deux 

^ Si un premier essai ne donne pas de polygones qui se coupent, on 
verra de quel côté il faut transporter le plan horizontal sécant pour satis- 
faire à coite condition, et l'on recommencera la môme construction pour 
le second plan 
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faces sont figurées sur Tépure, on pourra se servir de leur 
point de rencontre). On conserve de cette intersection 
la partie qui se trouve à la fois dans les limites des faces 
a et 1 des deux. polyèdres. Soient MN cette partie utile et N 
un point de cette intersection situé sur une arête de la 
face 1 du polyèdre Q par exemple. Ce point N appartient 
aussi à la face suivante de Q, que nous appellerons la face 
2, et, comme il appartient aussi à la face a, il est un 
point de l'intersection de a et 2. On pourra obtenir un 
second point de cette nouvelle intersection, comme on Ta 
fait pour les faces a et 1. Cette seconde partie de Tinter- 
section sera donc encore déterminée. On conservera de 
cette intersection la partie utile comprise entre le point 
N et le premier point, où elle rencontre une autre arête 
appartenant à l'un ou à l'autre des deux polyèdres. On 
pourra continuer de la même manière, et Ton obtiendra 
ainsi sans tâtonnement tous les éléments successifs de 
rinlersection jusqu'à ce qu'on soit revenu à la seconde 
extrémité M du premier élément MN. 

Remarque. Cette méthode générale est la seule qu'^ 
convienne d'employer lorsqu'on a à déterminer Tinier- 
section de deux polyèdres quelconques, parce qu'elle 
aonne sans tâtonnement tous les éléments successifs du 
résultat; mais dans le plus grand nombre des cas, à 
cause des dispositions particulières des données, on re- 
connaît à priori des sommets ou des côtés de Tintersec- 
tion ; il est clair qu'il convient alors d'utiliser ces éléments 
pour achever les constructions. 

Si les deux polyèdres ont un plan de symétrie com- 
mun, une moitié du résultat fera connaître l'autre moi- 
tié. 
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87. L'un des deux polyèdres proposés peut traverser 
l'autre de part en part, ou bien ne faire sur lui qu une 
entaille ; on dit dans les premiers cas qu'il y a pénélra- 
tion, dans le second qu'il y a arrachement. Dans le cas de 
la pénétralion, l'intersection peut se composer de plu- 
sieurs lignes polygonales; après en avoir obtenu une 
première, il y aura donc lieu de chercher encore la 
partie de l'intersection située sur les faces non encore 
considérées. 

88. Nous allons appliquer la méthode générale indi- 
quée à la construction de 

l'intersection d'iin prtsme et d'une 

PYRAMIDE. 

Nous chercherons d*abord la projection horizontale de 
rinterseclion, et, pour simplifier le langage, nous dési- 
louerons les figures de l'espace par les lettres de leurs 
projections horizontales. 

Soient SABC et mfipm^n^pja pyramide et le prisme 
proposés (fig. 67). Les faces SAC elmJnn^p^ se coupent 
suivant /gf. Cette intersection est déterminée par le point 
(/, où se coupent les traces horizontales des deux faces, et 
un point f donné par les intersections d/*, ef des deux 
plans considérés avec un plan horizontal auxiliaire d'e\ 
La partie utile de celte intersection est 1 2, limitée aux 
deux arêtes SA, SC de SAC. Au point 2, situé sur l'arête 
se, 1 interser tion passe sur la face SCB de la pyramide en 
restant sur la face mpm^p^^ du prisme; l'intersection 2/i 
de SCB et rwpwjp^ est donnée par le point 2, qui leur est 
commun, et le point h où se coupent leurs traces horizon- 
tales. La partie utile de cette intersection est 2 3, limitée 
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en 3 à Tarèle pp^ du prisme. Au point 3, Tintersection 
passe de la face mpm^p^ du prisme sur la face pnp^ n^ en 
restant sur la face SCB de la pyramide ; l'intersection 3 k 
de pnp^ n^ et SCB est donnée par le point 3, qui leur est 
commun, et le point k où se coupent leurs (races horizon- 
tales ; la partie utile de cette intersection est 3 4, limitéeà 
Tarète nn^ du prisme. A partir du point 4 on ne peut plus 
appliquer la même construction, parce que le point de 
rencontre des traces BC avec mn est en dehors des limites 
de l'épure; mais si l'on reprend les constructions à 
partir du point 1, et en sens inverse, on déterminera faci- 
lement, ainsi qu'il a été expliqué plus haut, les som- 
mets 8, 7, 6, 5; il n'y aura plus qu'àjoindre les sommets 
4 et 5. 

89. Remarque. Quand deux traces horizontales se cou- 
pent en dehors des limites de l'épure, pour déterminer 
un second point de l'intersection à laquelle on est arrivé, 
on peut, comme nous l'avons dit, avoir recours à un 
plan horizontal auxiliaire, ou bien chercher, comme 
nous l'indiquerons plus loin, le point de rencontre d'une 
arête de l'un des solides avec une face de l'autre ^ 

Les projections verticales dos sommets s'obtiennent au 
moyen de perpendiculaires à la ligne de terre menées 
par les projections horizontales jusqu'aux points de ren- 

* Pour éviter l'emploi d'un plan horizontal auxiliaire^ on peut avoir re> 
cours à la construction graphique suivante : 

Soient deux droites concourantes AB, CD (fig. 159) et un point H par 
lequel on se propose de mener une droite passant par le point de concours 
de AB et C D. On mènera par H deux droites quelconques ME, HF, qui 
rencontrent AB en E, CD en F; on joindra EF; on mènera une parallèle 
quelconque E|F, à EF, et, par les points E|,F|de rencontre avec AB et 
CD, des parallèles Ei H| et F|H| à EH, et FM, le point M| de rencontrede ce» 
droites appartient à la droite demandée. 
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contre avec les projections verticales correspondantes des 
arêtes. 

Afin de faciliter la lecture du résultat, nous avons re- 
présenté la pyramide avec l'arrachement fait par le 
prisme, ce dernier solide étant supposé enlevé ; les par- 
ties coupées qui sont vues ont été indiquées par des ha- 
chures. 



SIXIÈME LEÇON 



PROBLÈME. 

90. Déterminer le point de rencontre d^une droite et 
d^un plan. 

Solution générale. Si par la droite donnée on mène un 
plan quelconque, la droite située dans ce plan ne peut 
percer le plan donné qu*en un point de Tinterseclion de 
ces deux plans; le point commun à cette intersection et à 
la droite donnée est donc le point cherché. 

Pour simplifier les construclionSy on prend générale- 
ment comme plan auxiliaire un plan projetant de la droite. 

CAS on LE PLAN EST DONNÉ PAR SES TRACES. 

91. Soient ab.a'V la droite et PaP^ le plan donnés 
(fig. 6S). Le plan vertical projetant de la droite coupe le 
plan PaPj suivant une droite projetée verticalement en 
d'c' ; le point o' de rencontre de d'c' avec a'V est donc la 
projection verticale du point cherché ; on en déduit la pro- 
jection horizontale o* 
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CAS OU LE PLAN EST DONNÉ PAR DEUX DROITES QUI 

SE COUPENT. 

92. Soientflb.a'fc'la droite donnée (fig. 69) etcd.c'rf', 
ce . c'e' les deux droites qui déterminent le plan ; le plan 
vertical de flft . û' fr' coupe les droites cd.c'd', ce. (/^ aux 
points projetés horizontalement en m et n, verticalement 
en m' et n' ; m'n' est donc la projection verticale de l'in- 
tersection du plan des deux droites et du plan vertical pro- 
jetant de ah.alV ; le point o' de rencontre de m'n' et de 
q'V est par suite la projection verticale du point cherché; 
on en déduit la projection horizontale o. 

93. Quand le plan est déterminé par trois points ou 
une droite et un point, on obtient facilement deux droites 
de ce plan, et l'on est ramené au cas précédent. 

APPLICATIONS. 

94. 1" Déterminer les points de rencontre d'une droite 
ab . a' 1/ avec unepyramide smnpq . s'm'n'p'q' (fig. 70) 

Le plan vertical projetant de ab . a'b' coupe la pyra- 
mide suivant le polygone projeté horizontalement sui- 
vant aP^S, verticalement suivant a'p'y'î' ; les points o' 
el &^ communs à a'Ç/^^' ^^ ^'^S sont les projections ver- 
ticales des points cherchés; on en déduit les projections 
horizontales o et e. 

On a représenté en ponctué sur la projection hori- 
lizontale la partie oc de la droite qui est dans l'intérieur 
de la pyramide; sur la projection verticale o'cf est 
ponctué pour la même raison; (fr^ est caché par la pyra- 
mide. 
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95. 2^ Intersection de deux plans déterminés par deux 
droites qui se coupeni. 

Soient ab,a'b\ ac.a'e' (fig. 71). les droites qui détermi- 
nent le premier plan, od.&d\ oe . o' a' celles qui détermi- 
nent le second; la droite od.o'd' perce le plan des deux 
premières droites en r.r' (92); la droite oa.o'a'leperceen 
() . (f ; rg,r'(j' est Tinterseclion cherchée. 

96. 5** Observaiioiis sur les questions d* ombre. 

lo Soient F un point lumineux (fig. 72) et A un point 
matériel. Si Ton joint ces points, la lumière du point F 
sera interceptée par le point A pour tous les points 
placés sur le prolongement de celte droite FA ; si donc 
on veut trouver le point d'un plan MN auquel le point A 
intercepte la lumière du point F, il suflit de chercher 
le point B où FA perce ce plan. Ce point B est dit le 
point d'ombie portée de A sur le plan MN. 

2^ Si, au lieu d'un point A, on considère une droite 
matérielle AC (fig. 73), la lumière du point F sera inter- 
ceptée par AC pour tous les points de l'espace situés sur 
la partie du plan FAC qui est au delà de AC par rapport 
à F et limitée aux rayons extrêmes FA et FC; la droite 
finie BD, intersection de FAC et de MN, est donc Vombre 
portée de AC sur le plan MN. 

S"" Si, au lieu d'une droite AC, on considère une 
surface limitée au polygone AFCG (fig. 74), on verra de 
même que la lumière du point F est interceptée par 
le polygone AECG pour tous les points de l'espace situés 
au delà du polygone par rapport au point F dans Tin- 
térieur de Tongle polyèdre FAECG ; si donc on veut dé- 
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terminer Pombre portée par ÂECG sur un plan MN, il suffit 
de déterminer le polygone aecg d'intersection de MN et 
de la surface de l'angle polyèdre. 

4» Enfin si, au lieu d'un polygone, on considère un 
polyèdre quelconque , on concevra un angle polyèdre 
ayant pour sommet le point F et pour faces latérales des 
plans passant par des arêtes du polyèdre et laissant tou- 
jours le polyèdre entier d'un même côté ; il est clair que 
les rayons lumineux du point F seront interceptés par le 
polyèdre pour tous les points de l'espace situés dans l'in* 
térieur de Tangle polyèdre au delà du solide par rap* 
port au point lumineux. Vombrcporiée par le solide sur 
un plan quelconque sera donc donnée par l'intersection 
de ce plan avec la surface de l'angle polyèdre circonscrit 
au solide. 

Pour simplifier le langage, on donne souvent le nom 
de pyramide circonscrite à la surface de cet angle polyèdre 
circonscrit. 

5® Si, au lieu de chercher l'omhre portée par un 
polyèdre A sur un plan, on cherche l'ombre portée 
par ce polyèdre sur un autre polyèdre B, il est clair que 
la question revienfà déterminer l'intersection de ce po- 
lyèdre B avec la pyramide circonscrite au polyèdre A. 

6^ Dans le cas où le point lumineux est à l'infini, 
les rayons deviennent parallèles et la pyramide circon- 
scrite devient un prisme. Dans ce cas, l'ombre est dite 
ombre au soleil; dans l'autre cas, on l'appelle ombre an 
flambeau. 

97 . 7*" Application de la solution du problème de Vinter- 
section d^une droite et d^un plan à la détermination de Vin- 
tersection de deux polyèdres. 



GEOlIÊTHlfi DESGUIPTIVË. 61 

Il est clair que chaque sommet de la ligne polygonale 
d'intersection est un point où une arête de l'un des soli- 
des rencontre une face de Tautre. La détermination de 
tous les sommets revient donc à une recherche de points 
de rencontre de droites et de plans. Cette méthodç, très- 
simple en théorie, est beaucoup plus compliquée que celle 
qui a été donnée précédemment (86) quand on passe à la 
pratique; car rien nindique à priori quelles sont les 
arèles et les faces qui donnent des sommets utiles de 
Tiniersection, et, ces sommets supposés obtenus, on 
voit difficilement dans quel ordre il faut les joindre; nous 
allons cependant donner un exemple dans lequel cette 
méthode conduit simplement au résultat. Dans cet 
exemple. Tordre des constructions indique quels sont les 
sommets successifs de T intersection. 

Soient sabc^ s'a'b'c' (fig. 75) les projections d'une pyra- 
mide et mnrpp, m'n'r'^^'ç! celles d*un prisme triangulaire 
donnés. Nous remarquerons que toutes les arêtes de la 
pyramide passent par un point fixe s. s' et que toutes les 
arêtes du prisme sont parallèles à une direction déter- 
minée mjjL.mV- Alors pour déterminer les points de ren- 
contre de ces arêtes avec les différentes faces, au lieu 
d'employer comme plans auxiliaires des plans projetants 
de ces arêtes, nous prendrons des plans passant par le 
sommet de la pyramide et parallèles aux arêtes du prisme; 
de cette manière, ces plans contiendront tous la parallèle 
scï.sV menée par «,«' à nnji..mV> et leurs traces horizon- 
tales passeront toutes par un point fixe 9, trace horizon- 
tale de cette parallèle. Chaque plan auxiliaire mené par 
une arête quelconque a sa trace horizontale, qui contient 
d'ailleurs la trace horizontale de cette arête. On joindra 
donc le point a successivement aux traces de toutes les 
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arêtes à mesure qu'elles se rencontrent dans un sens déter- 
miné en partant d'un sommet extrême; on a ainsi les tra- 
ces (j&, ap, ajjL, dfl, (TV, ffC. (sb ne rencontre pas la base du 
prisme, le plan correspondant à sb.s'b' ne rencontre 
pas la surface latérale du prisme; il n'y a pas de point de 
rencontre situé sur celte arête. On voit de même qu il n'y 
en a pas de situé sur l'arête sc.s'c'. On remarquera au 
contraire que la trace ap, afx, a^ de chaque plan mené par 
une arête du prisme rencontre en deux points la base de 
la pyramide, et par suite chaque arête du prisme rencon- 
tre en deux points la surface latérale de la pyramide. 
L'intersection présente donc une pénétration de la pyra- 
mide par le prisme. Tous les points d'entrée sont situés 
sur la face sbc.s'b'c' et forment un triangle ; les points de 
sortie sont situés sur les deux autres faces, et, comme 
l'arête 5a. «'a' rencontre le prisme en deux points, on ob- 
tient cinq sommets pour la ligne polygonale de sortie. 
En appliquant les constructions générales, pr.p'r' coupe 
sba.s'b'a' en^.a'; m[A.?nV coupe cette même face en 
p.p'; la face mr[jLp . wiVVp' du prisme coupe donc la face 
sab.s'afb'de la pyramide suivant a^.a^'. L'arêle sa. s' a' 
de la pyramide cpupe en 3. y la face mjxnv.mVztV du 
prisme, et, par suite, la face «afr.s'a'ft' de la pyramide 
coupe cette face suivant aS.a'ô'. La môme arête sa.s'a' de 
la pyramide coupe en r.r' la face n/pv.r'n'p'v' du prisme, 
et la face saft . s'a'6' coupe celte face suivant as.a'e'. Enfin 
l'arête m.n'V du prisme perce en y. y' 'si f^ice sac. s'a* c' 
de la pyramide, et les deux faces du prisme menées par 
wv. n'y' coupent sac.s'a'c' suivant Sy-^'y' et eY-^Y- L'in- 
tersection cherchée est donc «pSYs.a'^'S'Y's'. 
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PROBLÈME. 

98. 8« Mener par un point A une droite qui s'appuie sur 
deux droites données B etC (fig. 76). 

Si l'on fait passer un plan par le point A et la droite 
B, puis un second plan par le point A et la droite C, 
rintersection EAD de ces deux plans est la droite cher- 
chée, car elle est située dans un même plan avec chacune 
des droites B et C, et elle passe par le point A. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la droite 
d'intersection ne soit parallèle à aucune des droites A 
et C. 

Dans la. pratique, on joint le point A à un point quel- 
conque M de l'une des deux droites, B par exemple ; on 
cherche le point D où le plan de ces deux droites est 
rencontré par la seconde droite donnée C; DA est la droite 
demandée, car elle est située dans un môme plan avec B, 
elle rencontre C et passe par A. 

Pour que le problème soit possible, il faut que C ne 
soit pas parallèle au plan déterminé par A el B, et que 
dans ce plan la droite menée par Â el le point D de ren- 
contre ne soit pas parallèle à B. 

Exécution. Soient a, a' (fig. 76) les projections du point, 
B, B' et C, C celles des droites données ; joignons a . a' à un 
point quelconque m. m! de B.B'; les droites ma. m' a' et 
B.B' déterminent un plan que C.C rencontre au point 
d.d' (32); la droite daeA'a'e' satisfait à la question. 

PROBLÈME. 

99. 9® Mener une droite parallèle à une droite donnée A 
et qui s'appuie sur deux droites données B et C (fig. 77). 
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Si par la droite B on mène un plan parallèle à À, puis 
par la droite C un plan parallèle à A, Tintersection de ces 
deux plans est la droite demandée, car elle est parallèle 
à A cl elle est située dans un même plan avec chacune 
des droites B et C. 

Pour que le problème soit possible, il faut que les deux 
plans parallèles à A ne soient pas parallèles entre eux. 

Dans la pratique, on mène une parallèle à la droite A 
par un point quelconque M de Tune des droites données, 
B par exemple. On cherche le point D où le plan de ces 
deux droites est rencontré par C; la parallèle DE menée 
par D à A est la droite demandée, car elle est située 
dans un même plan avec B et elle rencontre C. 

Pour que le problème soit possible, il faut que C ne 
soit pas parallèle au plan mené par B parallèlement à A 
et que A ne ^oit parallèle à aucune des deux droites 
données. 

Exécution. Soit A. A' (fig. 77) la droite à laquelle il faut 
mener une parallèle s'appuyant sur B.B' et C.C'jpar 
un point quelconque m . m' de B.B' menons une parallèle 
mn . m' n' à A . A' ; le plan déterminé par mn , m' u' et B ,8' 
est rencontré par C.C en un point d.d'; la parallèle 
(le . d'e' menée par ce point à la droite A .A' satisfait à la 
question. 



SEPTIÈME LEÇON 



4)A0ITSS ET PLANS PERPENDICULAIRES 



THÉORÈUE. 

iOO. Si tme droite AB (fig. 78) est perpendiculaire à 
un plan MCD, la projection 6E de la droite et la trace 
CD du plan sur un plan quelconque de profection PQ sont 
perpendiculaires entre elles. 

» 

En effet, le plan projclant Â6E de la droite, étant mené 
suivant AB perpendiculaire au plan MCD, est perpendi- 
culaire à ce plan, il est aussi perpendiculaire au plan PQ ; 
il est donc perpendiculaire à leur intersection CD ; donc 
CD est perpendiculaire à ce plan projetant et par suite à 
BE, qui passe par son pied E dans ce plan. 

RÉCIPROQUE. 

101. Si les projections ab, a'b' (fig. 79) d^une. droite 
sont respectivement perpendiculaires aux traces Pa, Pa^ dUin 
plan PaP| sur deux plam de projection^ la droite et le plan 
sont perpendiculab^es entre eux. 

En erfet, Pa est perpendiculaire au plan vertical pro- 

5 
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jetant de la droite; PaP^ mené suivant Pa est donc per* 
pendiculaire à ce plan projetant; on verrait de même 
que PaPj est perpendiculaire au plan qui projette la 
droite sur le plan vertical. Étant perpendiculaire aux 
deux plans projetants de la droite, il est perpendicu- 
laire à leur intersection, c'est-à-dire à la droite elle- 
même. 

THÉORÈME. 

102. Si un angle droit BAC (fig. 80) a Vun de ses côtés 
âB parallèle à un plan MN, il se projette sur ce plan en vraie 
grandeur. 

En effet, toutes les perpendiculaires à AB menées par 
le sommet A sont dans un même plan perpendiculaire à 
AB et par suite au plan MN ; elles se projettent donc sur 
MN suivant la trace du plan, trace qui est perpendiculaire 
à la projection ab de AB (100). 

THÉORÈME. 

105. Pour qu*un angle droit se projette en vraie gran- 
deur sur un plauy il faut quun au moins de ses côtés soit 
parallèle au plan. 

Soit BAC un angle droit (fig. 80) projeté en vraie gran- 
deur suivant bac sur un plan MN ; si AC n'est pas paral- 
lèle à MN, il faut que AB le soit. En^etfet, la droite AB per- 
pendiculaire à AC est située dans le plan perpendiculaire 
à AC mené par le point A; ce plan a sa trace sur MN per- 
pendiculaire à ac et par suite à ab^ projection de AB ; 
AB est donc l'intersection de deux plans menés suivan". 
deux droites parallèles situées dans le plan MN; elle est 
donc parallèle à ce plan. 
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PROBLÈME. 

104. Trouver la distance d*un point o . o' (fig. 81) à un 
plan P a Pj déterminé par ses traces. 

Prebuère solution. On abaisse du point o.o' la perpen- 
diculaire oa.&a! sur le plan, on détermine le poiiif b.V 
de rencontre de cette perpendiculaire et du plan, et Ton 
cherche la vraie grandeur o'B de la droite qui joint le point 
donné au pied de la perpendiculaire. 

AUTRE SOLUTION. Si par le point donné (fig. 82) on 
mène un plan MBC perpendiculaire au plan PP^, et si dans 
le plan MBC on mène OD perpendiculaire à Tintersection 
BC des deux plans, OD est la distance cherchée. 

Soient o . o' (fig. 83) et PaP^ le point et le plan donnés ; 
menons par o . o' le plan vertical oav' perpendiculaire à Pa 
et par suite à P aP^ ; pour trouver la distance de o . o' à Tin- 
tersection des deux plans, jubattons le plan vertical oar/ 
autour de sa trace horizontale oa ; la trace verticale v' de 
Pintersection vient en v^ sur une perpendiculaire menée 
de a sur oa à la distance av^=^av' ; la trace horizontale h 
reste immobile, l'intersection est donc rabattue en ho^. 
Le point o . o' situé dans ce plan se rabat sur la perpendi- 
culaire oO à 00 à la distance oO=(do'. La perpendiculaire 
cherchée est alors rabattue en vraie grandeur suivant la 
perpendiculaire OD menée de sur hv^. 

On peut déduire facilement de cette construction les 
projections d, d' du pied de la perpendiculaire; car la 
perpendiculaire Dd, menée de B sur la trace oa, devient 
une verticale quand le plan auxiliaire reprend sa position 
première ; il est donc la projection horizontale du pied de 
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la perpendiculaire sur le plan horizontal, el Dd mesure la 
dislance de ce point au plan horizontal. 

PROBLÈME. 

i 05. Mener par un point donné d . d' (fig. 85) d'un plan 
PaPj figuré par ses traces une perpendiculaire de longueur 
donnée 1 à ce plan. 

Le plan vertical projetant de la perpendiculaire menée 
à PoP^ par d . d' coupe ce plan suivant une droite rabattue 
en hv^^ le point d.d' est rabattu en D sur hv^ et la per- 
pendiculaire demandée, qui est située dans ce plan, est 
rabattue suivant la perpendiculaire liO=l à l'intersection. 
est le rabattement de l'extrémité de la perpendiculaire 
demandée. Si l'on relève le plan, la perpendiculaire Oo, 
menée de sur la charnière, devient une verticale et Oo 
mesure la distance du point au plan horizontal. On en 
déduit les projections o, o' de l'extrémité de la perpen- 
diculaire demandée. 

Le problème admet deux solutions, car on peut porter 
la longueur / de part et d'autre du point D sur la perpen- 
diculaire à hv^. 

PROBLÈME. 

106. Déterminer la distance d^un point o.o' d un plan 
donné par trois points a.a', b.b', ce' (fig. 84). 

Menons par le point o.o' un plan verlical perpendicu- 
laire au plan des trois points. Pour cela construisons 
l'horizontale du plan qui passe par un des points donnés 
a.a'; cette horizontale a sa projection verticale a' m' pa- 
rallèle à la ligne de terre ; elle rencontre la droite bc.b'c 
du plan en un point projeté verticalement en m', horizon- 
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talement en m ; am esl donc la projection horizontale de 
l'horizontale cherchée du plan; le plan vertical mené 
par o.o' perpendiculairement à cette horizontale est per- 
pendiculaire au plan des trois points ; ce plan a pour trace 
horizontale op perpendiculaire à am. Si Ton rabat ce plan 
autour de son intersection avec le plan horizontal a'fn'\ 
le point p ,p' du plan des trois points situé sur la charnière 
ne bouge pas ; un second point d . d' de ce plan, pris sur bc . 
b'c' et situé à une hauteur $d' au-dessus du plan horizon- 
tal a'm\ se rabat sur une perpendiculaire dd^ à op, à une 
distance dd^=d^; l'intersection du plan auxiliaire et du 
plan des trois points est donc rabattue suivant pd^. Le 
point . o' se rabat de même en o^ sur la perpendiculaire 
oo^ élevée sur op à la distance oo^=^(ùo du point au plan 
horizontal a' m'. La perpendiculaire o^ g^, abaissée de o^ 
sur pd^J est la vraie gi'andeur de la distance du point o.o' 
au plan des trois points. 

11 est facile de construire les projections 9, g^ du pied 
de la perpendiculaire, dont la distance 9, g au plan hori- 
zontal a'm! est connue; on a, par suite, les projections 
ogj o'g[ de la perpendiculaire elle-même. 

PROBI'ÈHE. 

107. Mener par un point donnég.g^(ûg. 84), situé dans le 

* Si le lecteur éprouve quelque difficulté pour effectuer le rabattement 
indiqué, il pourra TefTectuer d'abord autour de la trace dp du même 
plan vertical sur le plan horizontal de projection. Dans ce cas» les distances à 
porter sur les perpendiculaires à dp sont égales aux distances des projec- 
tions verticales kxy. Ia construction indiquée ne diffère de celle-là qu'en 
ce que toutes les distances des points considérés au plan horizontal sont 
diminuées de la même quantité. 

Sur notre épure, la flgtire tracée sur le plan horizontal représente 
non le rabattement réel, mais la projectien en vraie grandeur de ce rabats 
tement. 
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plan de trois points a .a', b.b', ce', une perpeniiculaire de 
longueur donnée 1 à ce plan. 

Menons par a . a' l'horizontale am . aW du plan (106) ; le 
plan vertical projetant delà perpendiculaire menée par jf .g* 
a pour trace horizontale gp perpendiculaire à am. Rabat- 
tons ce plan sur le plan horizontal deam.a'm', en le fai- 
sant tourner autour de la droite de ce plan projetée en gp; 
le point p reste immobile, le point gf . g' se rabat en g^ sur 
la perpendiculaire gg^ menée par j à la distance 3^51=3'^ 
du point g. g' au plan horizontal du rabattement. L'inter- 
section du plan donné avec le plan auxiliaire est rabattue 
en ji p, et la perpendiculaire demandée suivant g^o^ per- 
pendiculaire à gip et égale à /. Le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de o^ sur gp est la projection horizontale 
de l'extrémité de la perpendiculaire cherchée, et o^o la 
distance de cette extrémité au plan horizontal du rabatte- 
ment <i)0'=00j. 

Remarque. — Le point donné a été pris dans le plan (65) . 
On a vu précédemment comment on prend les projections 
d'un point de manière qu'il satisfasse à cette condition. 
Si le point était donné hors du plan, on opérerait de la 
môme manière ; seulement on serait obligé de détermi- 
ner le rabattement de l'intersection du plan donné avec 
le plan vertical projetant de la perpendiculaire au moyen 
d'un second point de Fintersection. On joindra pour cela 
deux des points et l'on prendra le point de rencontre de 
cette droite avec le plan vertical qu'on rabat. 

PROBLÈME. 

108. Déterminer la distance de deux plans parallèles. 
Si l'on coupe les deux plans parallèles par un troisième 
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qui leur soit perpendiculaire, la distance des deux inter- 
sections est la distance cherchée. 

Soient PaP^, Q^Q (fig. 85) les plans donnés. Coupons 
ces deux plans par un plan vertical bac qui leur est per- 
pendiculaire : l'ihf ersection de ce plan et de PoP^ est ra- 
battue comme dans le problème précédent suivant hv^ ; 
rintersection du même plan sécant et de Q3Q| est rabat- 
tue suivant kl parallèle à hv^ ; la distance EF de ces deux 
parallèles est la distance cherchée. 

PROBLÈME . 

109. Mener à un plan donné PaP^ (fig. 85) tin plan pa- 
rallèle à une distance donnée d. 

Si l'on coupe PaP^ par un plan vertical ftac qui lui est 
perpendiculaire et si l'on rabat ce plan autour de sa 
trace horizontale 6a, Tintersection devient Av^; le plan 
demandé est coupé par ce même plan sécant suivant une 
droite rabattue en kl parallèle à hv^ à la distance don- 
née d; la trace horizontale k de cette droite est un point 
de la trace horizontale cherchée. Les traces de ce plan 
sont d'ailleurs parallèles à celles du plan donné ; il est 
4onc déterminé. 

Le problème admet toujours deux solutions. 

PROBLÈME. . 

110. Déterminer la distance d'un point aune droite. 

On mène par le point un plan perpendiculaire à la 
droite, on détermine le point où la droite donnée perce 
le plan et Ton joint ce point au point donné ; la droite 
ainsi menée est perpendiculaire à la droite donnée et 
mesure la distance du point à la droite. 
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Soient àb.a'V et m. m' la droite et le point donnes 
(fig. 86); déterminons le plan^ perpendiculaire à ab.a'b' 
au moyen des deux droites mc.w!c\ md.m'd' menées du 
point m . m' respectivement parallèles aux traces de ce plan ; 
la droite àb . a'b' perce le plan de ces deux droites eng.g' ; 
la droite gm.g'm' est la perpendiculaire demandée, et la 
vraie grandeur m' g\ de cette droite mesure la distance 
du point m . m' à la droite àb . a'b\ 

Nous indiquerons plus loin une autre solution de ce 
môme problème. 

PROBLÈME. 

111. Déterminer la distance de deux droites. 

Si une droite C est perpendiculaire à une droite A, 
C est parallèle à tout plan perpendiculaire à A, car on 
peut considérer C comme située dans un plan perpendi- 
culaire à A. 

La distance de deux droites, mesurée par leur perpendi- 
culaire commune, est donc parallèle à deux plans per- 
pendiculaires quelconques à ces deux droites et par suite 
à leur intersection. Il suffit donc pour résoudre le pro- 
blème de mener deux plans quelconques perpendiculaires 
aux deux droites données, de construire Fintersection de 
ces plans et de mener à l'intersection une parallèle s'ap- 
puyant sur les deux droites données (95). 

ExÉCTiTioN. Soient A. A' et B.B' (fig. 87) les droites don- 
nées; soient PoPj un plan perpendiculaire k A. A', Q30| 
un plan perpendiculaire à B.B'; l'intersection cd.c'd' de 
ces deux plans est parallèle à la droite cherchée ; on mè- 
nera (95) une parallèle à cd.c'd' s'appuyant sur A. A' et 
B.B'; soit mn . m' n' cette parallèle ; mn . m!n! est la perpen- 
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diculaire commune aux deux droites A . A' et B . B' ; la vraie 
grandeur de cette perpendiculaire projetée verticalement 
en tn'N est la plus courte distance cherchée. 

On peut dans certains cas résoudre ce problème d'une 
manière plus simple à Taide du théorème suivant. 

THÉORÈHE. 

113. Si une droite A {&g, 88) est perpendiculaire à un 
plan de projection MN, la perpendicidaire commune DE à 
cette droite et à une droite quelconque B se projette suivant 
de an vraie grandeur sur ce plan; cette projection passe par 
le pied à de k et elle est perpendiculaire' à la projection Cb 
de la seconde droite B. 

En effet, DE étant perpendiculaire à A est parallèle à 
MN et par suite se projette en vraie grandeur sur ce plan. 
La droite B perpendiculaire à DE, qui est parallèle au 
plan MN, se projette sur ce plan suivant une perpendicu- 
laire à la projection ed de DE (102) ; DE, qui rencontre A, 
a d^ailleurs sa projectioR qui passe par la projection d 
de A. 

Remarque. D'après cela, quand une des droites données A 
sera parallèle à Tun des plans de projection, il sera fa- 
cile d'obtenir la plus courte distance demandée, car il 
suffira de projeter les deux droites sur un plan perpen- 
diculaire à A; on aura immédiatement la plus courte 
distance projetée en vraie grandeur sur ce plan auxi- 
I iaire. 

PROBLÈME. 

115. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
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dont Vune est la ligne de teneet dont Vautre A .A' est qoeU 
conçue (fîg. 89). 

Projetons les deux droites sur un plan PP^ perpen- 
diculaire à la ligne de terre et mené par la trace hori- 
zontale h de A. A'. La ligne de terre est projetée en o) sur 
ce plan; un point m, m' de A. A' se projette en m" et par 
suite la droite A . A' est projetée suivant hm"\ la plus courte 
distance cherchée est donc projetée en yraie grandeur 
sur ce plan suivant la perpendiculaire a)D menée du 
point (I) sur bm". Le point D a pour projections d, d' sur 
A . A' ; les projections de la plus courte distance sont donc 
ody od'. 

PROBLÈME. 

114. Mener par une droite un plan perpendiculaire à un 
plan donné. 

Il suffit de mener par un point quelconque de la droite 
une perpendiculaire au plan donné et de concevoir un 
plan passant par la droite donnée et cette perpendicu- 
laire. 



HUITIÈME LEÇON 



HËTHODE DES RABATTEMENTS 



115. Nous avons vu (36-41) comment on détermine la 
vraie grandeur d'une Ggure plane lorsque le plan de celle 
figure est perpendiculaire à l'un des plans de projection ; 
nous allons voir comment on peut résoudre la même 
question quand le plan de la figure a une position quel- 
conque. 

SOLUTION GÉNÉRALE DU PROBLÈME DES RABATTEMENTS. 

116. On donne un plan quelconque MN (fig. 90) et un 
plan horizontal PQ qui coupe MN suivant AB ; on demande 
ce que devient un point de MN lorsqu'on fait tourner 
ce plan autour de AB de manière à le faire coïncider avec 
le plan horizontal PQ. 

Menons Oo perpendiculaire sur PQ, et du pied o une per- 
pendiculaire oC sur la charnière AB, joignons CO ; d'après 
le théorème des trois perpendiculaires, CO est perpendicu- 
laire à AB ; si donc on fait tourner MN autour de AB, OC 
restera perpendiculaire à AB, et le point se placera sur 
la direction de la perpendiculaire Co à une distance O^G 
le C égale à OC. 
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Si la figure est représentée en projections, Oo hauteur 
du point au-dessus du plan horizontal PQ est donnée 
par la distance de sa projection verticale à la trace verti- 
cale du plan PQ ; Co est donné en vraie grandeur sur le 
plan horizontal de projection par la distance de la pro- 
jection horizontale du point à la projection horizon- 
tale de la charnière A6 ; on a donc sur les projections 
les éléments suffisants pour construire le triangle OoC et 
par suite pour effectuer le rabattement. 

Pour construire ce triangle d'une manière simple, on 
le rabat d'abord autour de oC sur le plan horizontal PQ ; 
on élève pour cela oO, perpendiculaire à Co et égale à Oo, 
et Ton joint CO,. Pour achever le rabattement il suffit de 
décrire un arc de cercle du point C comme centre, avec 
CO, pour rayon, et de prendre le point de rencontre 0^ de 
cet arc avec la direction oC. 

Le plan PQ étant horizontal, toutes les figures tracées 
dans ce plan se projettent en vraie grandeur sur le plan 
horizontal de projection. 

On peut remarquer dans le triangle OCo que Tangle 
OCo est l'angle plan qui mesure Tangle dièdre formé par 
MN et un plan horizontal PQ ; cet angle est le même, quelle 
que soit la position du point 0. Cette remarque permet de 
simplifier les constructions pour les rabattements des 
points du plan, quand on a obtenu le rabattement de l'un 
d'eux. Elle permet aussi de revenir de la position d'un 
point Oj donné en rabattement à sa position réelle dans 
le plan MN, car dans le plan vertical mener par O^C le 
triangle GOo est déterminé par Thypoténuse OC=:O^C, 
et l'angle aigu OCo que fait le plan MN avec un plan hori- 
zontal. 

Le rabattement peut se faire de^ deux côtés de la char- 
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ni6re ; pour que la lecture des constructions soit plus fa- 
cile, il convient de l'efiectuer du côté de l'angle obtus 
forme par MN avec le plan PQ, à moins que Ton ne soit 
génë par les limites de l'épure. 



RABATTEMENT d'uN POUfT. 



117. Exécution. Soient o^o' (fig. 91) les projections 
d'un point et ah^alV les projections d'une horizontale 
qui avec le point 0,0' détermine un plan; rabattons ce 
plan autour de ab.a'b', et cherchons le rabattement du 
point . 0' quand le plan est devenu horizontal. 

D'après ce qui a été dit précédemment (116), ce point 
se rabat sur la' perpendiculaire oc à la charnière, à une 
distance du pied c égale à l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle ayant oc pour un des côtés de l'angle droit et 
pour l'autre la hauteur ciù du point 0' . 0' au-dessus du plan 
horizontal afb' sur lequel s'effectue le rabattement. Ce 
triangle a été rabattu autour de oc en oO, c sur le plan 
horizontal de la charnière; cO, est la distance à porter 
sur le prolongement de oc à partir d'un point c. 

Pour un autre point du plan, projeté horizontalement 
en g on obtiendra le rabattement Gj, en se servant du 
triangle g/G, construit avec le côté gl de l'angle droit et 
l'angle aigu j/G, = ocO,. Cette construction permet de se 
passer de la projection verticale (f du point considéré, el 
donne le moyen de la construire si elle n'est pas donnée, 
car le point est à une hauteur égale à G, j au-dessus du 
plan horizontal a' 6'. 

On peut aussi obtenir le rabattement du point 3 . jf' au 
moyen de l'horizontale du plan qui passe par ce point ; 
soit 9^ la projection horizontale du point de rencontre de 
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cette horizontale avec le plan vertical O^co, dans lequel 
se meut le point o . o' déjà rabattu ; le point du plan pro- 
jeté en g^ se rabat en G\ et l'horizontale elle-même, sui- 
vant G'^G^ parallèle à ab; le point G^, où cette parallèle 
est rencontrée par la perpendiculaire g/G^ menée de g sur 
aby est le rabattement du point g, g'. 

Quand les points à rabattre sont nombreux, cette 
construction permet de débarrasser la figure d'un grand 
nombre de lignes qui gênent la lecture; le plan verti- 
cal 0^0 peut d'ailleurs être mené par un point quelconque 
de la charnière. 

Si Ton joint les extrémités 0^0,, j'G'^ . . . , des arcs qui 
servent aux rabattements, on voit que toutes ces cordes 
sont parallèles ; on peut se servir de celte considération 
pour éviter de construire les arcs de cercle; un seul suf- 
fira pour déterminer le premier point du rabattement, 
les autres points pourront être déterminés au moyen de 
parallèles menées à la corde de ce premier arc. Toutefois 
cette construction devra être rejetée quand les points du 
rabattement seront donnés par des droites se coupant 
sous des angles trop aigus. 

Remarque. Les points du plan situés de différents côtés 
du plan horizontal sur lequel se fait le rabattement doi- 
vent être rabattus de côtés différents de la charnière ; 
ainsi le point f.p^ situé au-dessus de a'b\ a son rabatte- 
ment Fj situé de l'autre côté de ab par rapport à 0^. 

Il n y aura pas d'erreur possible, lors même que les 
projections verticales des points ne seraient pas données, 
si Ton remarque que les points situés de côtés dilférents 
du plan horizontal a'b' ont leurs projections horizontales 
situées de côtés différents de la projection horizontale ab 
de la charnière. 
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RABATTEMENT d'uNE DROITE. 

118. Pour obtenir le rabattement d'une droite du plan, 
on cherche les rabattements de deux points de cette 
droite et Ton mène la droite qui passe par les deux points 
rabattus. 

Quand la droite rencontre la charnière, le point de 
rencontre ne bouge pas dans le rabattement; il suffit 
donc de le joindre à un autre point quelconque rabattu. 

Soit mo.m'o' (fig. 92) une droite qui rencontre la char- 
nière en m. m'; soit 0^ le rabattement d'un point o .o' de 
la droite, m 0^ est le rabattement cherché. 

PROBLÈME INVERSE DU RABATTEMENT. 

119. Étant donné le rabattement d* un point d^un plan^ 
déterminer les projections de ce point quand on remet ce 
plan dans sa position première. 

Soient ab.a'b' (fig. 91) l'horizontale qui sert de char- 
nière et 0^ le rabattement d'un point d'un plan qui fait 
avec le plan horizontal un angle donné a. Menons O^c 
perpendiculaire à ab (116), puis cO, faisant avec le pro- 
longement de O^c Tangle oc 0, égal à a ; prenons sur celle 
droite cO^=cO^^ et abaissons 0,o perpendiculaire sur O^c; 
est le pied de la verticale menée par le point et par 
suite représente la projection horizontale du point cher- 
ché ; la projection verticale o' de ce point s'obtient en 
prenant sur la perpendiculaire menée de o à la ligne de 
terre une longueur wo' égale à oO, au-dessus de la trace 
a'b' du plan horizontal de rabattement. 

VIO, Étant donné le rabattement d'une droite d'ttnp/an, 
déterminer ses projecUons 
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Pour relever une droite, il suffit de chercher les pro- 
jections de deux de ses points et de joindre ces projec- 
tions. 

Quand la droite rencontre la charnière dans les limites 
de répure, on prend pour Tun de ces points le point de 
rencontre, qui ne bouge pas dans le mouvement du plan. 

Soit mOj (fig. 92) le rabattement de la droite. Un 
point Oj de la droite donne les projections o^o' (H9), le 
point de rencontre avec la charnière a sa projection ver- 
ticale mf sur a'V'y mo^ m'o' sont les projections de la 
droite rabattue suivant wO^. 

121. Observations. Dans la pratique on détermine le 
plus souvent les projections des points donnés en rabat- 
tement au moyen de droites du plan qui passent par ces 
points et pour lesquelles il est facile de déterminer les 
projections ; il suffit alors pour chaque point de mener 
par son rabattement une perpendiculaire à la charnière 
jusqu'au point de rencontre avec la projection horizon- 
tale d'une droite sur laquelle il se trouve ; on a ainsi sa 
projection horizontale. Sa projection verticale est située 
sur la projection verticale de la même droite. 

Si Ton a à relever un certain nombre de points, on 
emploie souvent avec avantage les horizontales du plan 
qui passent par ces points. «^ 

Soit, par exemple, un plan déterminé par un point o.o' 
et une horizontale ab,a'b' (fig. 93); le point o.o'se rabat 
en 0^ (117). — Soient Cj, D^, E^ des points donnés en 
rabattement et dont on demande les projections ; les hori- 
zontales du plan qui passent par ces points sont rabattues 
suivant les parallèles C4C„D4D„E^E, à la charnière ah; 
les points C„ D„ E,, où ces horizontales rencontrent le plan 
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vertical qui a servi au rabattement du point 0,0' j étant 
relevés, donnent les projections horizontales c,, rf,, e, (1 1 7 ) ; 
les horizontales du plan qui passent par ces points sont 
projetées horizontalement suivant cc^, dd^^ ee^ parallèles 
à ab; on obtient alors facilement les projections horizon- 
tales c, d, e des points C^, D^, E^ qui sont situés sur ces 
droites. On en déduit les projections verticales, car on 
connaît les dislances c,y9 ^1^1 ^1^ ^^ ^^^ points au plan 
horizontal de ah. a!V. 

Au lieu de décrire les arcs de cercle qui servent à re- 
lever les diiTérents points, on peut, comme précédemment 
(117), ne décrire que Tare qui sert à relever l'un d'eux 
et obtenir les extrémités des autres arcs au moyen de pa- 
rallèles à la corde qui sous-tend le premier. 

122. Au lieu d'employer les horizontales d'un plan 
pour effectuer les rabattements ou les relèvements d'un 
point, on peut employer avec avantage les droites du plan 
qui sont parallèles au plan vertical. Il suffit de construire 
pour un point du plan connu en projection et en rabatte- 
ment les deux projections, et le rabattement de la pa- 
rallèle qui passe par le point. Ces directions connues 
permettent de passer instantanément d'une projection 
d'un point du plan au rabattement, et du rabattement 
aux deux projections. 



NEUVIÈME LEÇON 



APPLICATIONS DE LA MfiTHODR DBS RABATTEMENTS AUX QUESTIONS 

D'ANGLES DE DROITES ET DE PLANS 



PROBLÈME. 

123. Déterminer F angle de deux droites. 

On appelle angle de deux droites A et B, qui ne se 
coupent pas, Tangle forme par l'une d'elles A et une pa- 
rallèle à B menée par un des points de A ; on est donc 
loujt>urs ramené à déterminer l'angle de deux droites qui 
se coupent. 

Soient ab.a'b'^ ac.cftf (fig. 95) deux droites qui se 
coupent en a. a'. Pour construire l'angle de ces droites, 
nous rabattrons le plan qu'elles déterminent autour 
d'une horizontale quelconque mn. m'n' de ce plan, de 
manière à le rendre horizontal; le point a. a' se rabat 
en A j et les droites données suivant mA^, nA^ ; l'an- 
gle m\^n de ces droites rabattues est l'angle cherché. 

124. Si Ton veut construire les projections de la bis- 
sectrice de l'angle de deux droites, on mènera la bissec- 
trice kid de l'angle rabattu en mA^n; le point A relevé a 
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pour projections a^a' ; le point d où la bissectrice rencon- 
tre la charnière a pour projections d,d! ; ad^ a'd' sont donc 
les projections de la bissectrice cherchée 

CAS PARTICULIER OU l'uNE DES DROITES DONNÉES 

EST HORIZOïrrALE. 

125. Si l'une des droites données ab.a'V (fig. 95) est 
horizontale 9 on rabat le plan des deux droites autour 
de celle horizontale même; un point ce' de ac.a'c' se 
rabat en C, la droite oo.aV se rabat suivant âC; 6aC est 
l'angle demandé. 

Pour obtenir les projections de la bissectrice de Tangle 
des deux droites, on mènera la bissectrice dû de Tangle 
baOt en rabattement ; on déterminera par le procédé gé- 
néral (119) les projections d, d' d'un de ses points rabattu 
en Diad, a'd' sont les projections de celte bissectrice. 

PROBLÈME. 

126. Metw par un point a. a' une droite qui fasse avec 
une droite donnée bc.b'c' un angle donné a (flg. 90). 

Construisons l'horizontale am.a'm' du plan déterminé 
par le point et la droite et faisons tourner le plan autour 
de celte horizontale ; le point a. a' reste immobile ; il en 
est de môme du point m. m' de la droite donnéo; un se- 
cond point o,o' de celte môme droite se rabat en 0, ; la 
droite bc.b'c' est donc rabattue suivant mO^ ; menons par 
a la droite aD^ qui fasse avec mOj l'angle donné a: ce te 
droite àû^ est le rabattement de la droite cherchée ; ie 
point Dj relevé a ses projections d,d' situées sur bcb'c': 
la droite ad, a'd' est donc la droite cherchée. 
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Le problème admet deux solutions ;. une seule a ét6 
construite sur la- figure. 

PROBLÈME. 

127. Mener d'un point a. a' une perpendiculaire sur une 
droite donnée bc.b'c' (fig. 97). 

Le problème est le même que le précédent, dans lequel 
Tangle donné a est droit. Nous avons répété les construc- 
tions dans ce cas particulier. 

PROBLÈME. 

128. Constmire V angle d^ une droite et d^unpUm. 

L angle d'une droite AB et d'un plan MN (fig. 98) est 
Tangle aigu ABa que cette droite fait avec sa projection Ba 
sur ce plan. Si d un point quelconque C de AB on abaisse 
une perpendiculaire CD surMN, on voit que dans le trian- 
gle rectangle GRD Tangle BCD est le complément de l'angle 
cherché CBD. Il suffit donc, pour résoudre le problème, 
d^abaisser une perpendiculaire d'un point quelconque de 
la droite sur le plan, de chercher Tangle aigu que fait 
celte perpendiculaire avec la droite et de prendre le com- 
plément de cet angle. 

Soient PaP^ le plan etab.a'b' la droite donnés (fig. 99). 
Par un point quelconque c . c' deab.a'b'^ menons la per- 
pendiculaire ce.c'e' au plan PaP^; l'angle formé parce. 
&b^ et cette perpendiculaire est rabattu suivant mC^e (123) ; 
le complément eC^d de cet angle est langle demandé. 

PRODLÈME. 

129. Construire l'angle de deux plans. 
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Si d'un point (fig. 100), pris dans l'intérieur d'un 
angle dièdre MABN, on abaisse des perpendiculaires OC, 
OD sur les deux faces, Fangle COD de ces perpendicu- 
laires est le supplément de Tangle plan GFD, qui mesure 
l'angle dièdre MABN. On peut donc ramener la question 
proposée à la recherche de Tangle de deux droites. 

On peut aussi résoudre le problème de la manière sui- 
vante : on coupe les deux plans par un plan quelconque 
perpendiculaire à leur intersection ; Fangle formé par 
les droites suivant lesquelles le plan sécant 'coupe les 
plans donnés est l'angle cherché. 

Soient MAB, NAB deux plans donnés (fig. 101), MA, 
NA leurs traces sur le plan horizontal PQ, et Afr la pro- 
jection de leur intersection sur ce plan . Si Ton mène un 
plan quelconque FE6 perpendiculaire à cette intersec- 
fion, la trace horizontale FG de ce plan sera perpendicu- 
laire à Ab (100). Si l'on joint le point C de rencontre de 
FG et Ab au point E, où le plan FEG est percé par Tin- 
lersection AB des plans donnés, la droite EC sera per- 
pendiculaire à la fois aux deux droites AB et FG : à la 
première, parce qu'elle est située dans le plan EFG mené 
perpendiculairement à AB ; à la seconde, parce que FG, 
situé dans le plan horizontal de projection et perpendicu- 
laire 'à Ab, est perpendiculaire au plan vertical proje- 
tant AEC, dans lequel est situé EC. Si donc on rabat le 
triangle EFG autour de FG, le sommet E se placera sur 
la direction Afr, à une distance de C égale à la hauteur 
EC du triangle FEG, hauteur qui est la distance du point 
C à l'intersection AB des deux plans. 

Construction. Soient PaPi, QPQ^ (fig. 102) les plans don- 
nes, et ab la projection horizontale de leur intersection 
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Soit F6 perpendiculaire en C k ab la trace horizontale 
d'un plan perpendiculaire à Tarëte. Appelons E le point 
où ce plan rencontre Taréte; si l'on rabat le triangle FEG 
de l'espace autour de FG, le sommet E se rabattra sur Ca 
à une distance GE^ de G égale à la distance GE de ce point 
à Tarète. Pour déterminer cette distance, on fait tourner 
le plan vertical projetant de Taréte autour de ab^ cette 
arête rabattue devient ab^ et la distance GE de l'espace est 
rabattue en vraie grandeur suivant la perpendiculaire CE, 
abaissée de G sur a\; en portant cette longueur GE, de G 
en E^ sur Ca et joignant E^F, E^6, on a l'angle plan FE^G 
qui est Tangle demandé. 

Au lieu de déterminer le rabattement du triangle FE^G 
au moyen de la hauteur GE^, on peut' le rabattre au 
moyen de l'un de ses côtés FE^, GE^, qui sont dans les 
deux plans donnés les distances des points F et G à l'in- 
tersection. 

150. Si Ton veut construire le plan bissecteur de 
l'angle dièdre, on remarquera que ce plan coupe le plan 
FEG perpendiculaire à Taréte suivant la bissectrice de 
l'angle E (fig. 102). Gette bissectrice rabattue enE^K a 
pour trace horizontale le point K, où elle renconlre FG ; 
ce point K est donc un point de la trace horizontale du 
plan bissecteur ; ce plan contient aussi l'intersection des 
deux plans donnés et par suite ses traces passent par les 
traces a et b' de cette intersection ; àK^b' est donc le plan 
cherché. 

Si le point de rencontre de la trace horizontale du plan 
bissecteur et de la ligne de terre était en dehors des li- 
mites de répure, on mènerait, par un point quelconque 
de rintersection, une parallèle à la trace horizontale du 
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plan bissecteur et l'on déterminerait la irace verticale de 
cette droite, qui serait un second point de la trace verti- 
cale cherchée. 

AUTRE APPLICATION DE U MÉTHODE DB RABAHEMENTS 

PROBLÈME. 

131. Déterminer les frojectiùns d'une drconférence qu 
passe par tfôis points donnés a . a', b . b', c . c' (fig. 1 03) . 

Menons Thorizontale du plan qui passe par l'un des 
points donnés a, a'; cette horizontale a sa projection ver- 
ticale a' m' parallèle à la ligne de terre, elle rencontre la 
droite bc.b'c' du plan au point m' .m: elle a donc pour 
projeclion horizontale am. Rabattons le plan des trois 
points autour de cette horizontale; le point a .a' ne bouge 
pas ; le point 6.6' est rabattu en B^ (117) ; la droite bcm . 
b'e'm' suivant.B^m, et le point ce' qui appartient à cette 
droite en C^. Si Ton fait passer une circonférence par les 
trois points a, 6^, C^, on aura le rabattement de la circon- 
férence cherchée. Le centre 0^ de cette circonférence se 
relève en o.o' (119); on obtient de méine les projec- 
tions r,!^ d'un point quelconque et celli^s d'autant de 
points que l'on veut de la circonférence ; en joignant ces 
points par un trait continu, on a les projections de la cir- 
conférence demandée. 

« 
OBSBRVATIOlfS SUR LA C0N8TRUCT10I PRAcéDBNTB. 

i33. Le diamètre F6 (fig. 103) parallèle à la charnière ab, et par 
conséquent aa plan horizontal, se projette horizontalement en Traie 
grandeur suivant fg. Toutes les cordes perpendiculaires au diamètre 
horizontal FG ont leurs projections horizontales perpendiculaires à fg 
(i 02), et ces projections sont partagées par fg en deux parties égales; 
gf est donc un axe de la projeclion horizontale de la circonférence. 
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Le diamètre HK perpendiculaire à FG, et par suite aux cordes hori- 
zontales« a de même sa projection horizontale hk perpendiculaire aux 
projections des cordes, qu'il partage en deux parties égales; /i& est donc 
aussi un n\e de la projection horizontale de la circonférence. 

On voit donc que, lorsqu'on projette une circonférence sur un plan, 
on obtient deux axes de la projection eu projetant le diamètre paral- 
lèle au plan et le diamètre perpendiculaire au précédent. 

Si Ton veut avoir les deux axes de la projection verticale, on mè- 
nera une droite du plan ad,a'df parallèle au p an veriical ; on rabattra 
cette droite en aD,, et Ton idènera les diamètres IL et NP, Tun .paral- 
lèle, Tautre perpendiculaire à ûD,; les projections verticales i'l\ n'p' de 
ces diamètres sont les axes cherchés. 

Pour obtenir les projections de la tangente en un point quelconque 
r./, on mène la tangente à la circonférence rabattue au point R rabat- 
tement de ry; cette tangente rencontre la charnière au point q, qui 
appartient à la -tangente de Tespace; ce point est projeté verticalement 
en q'; rq, i^(f sont donc les projections de la tangente cherchée» 

Si Ton veut mener à Tune des deux projections, la projection ver- 
ticale par exemple, une tangente parallèle à une direction donnée, on 
détermine le rabattement d'une droite du plan projetée verticalement 
suivant une parallèle à la direction donnée, on mène à la circonfé- 
rence 0| une tangente parallèle à la droite rabattue et Ton détermine 
la projection verticale de cette tangente. 

Si Ton applique cette construction aux deux projections de la courbe 
dans le cas où la direction donnée est perpendiculaire à la li*;ne de 
terre, on rabattra suivant B|$ une droite ^s.^Ydu plan perpendicu- 
laire à la ligne de terre, on mènera une tangente Uv parallèle i B^s; 
les projections uv, u'\f de cette tangente seront perpendiculaires à la 
ligne de terre. 

Les points de contact u et w sur les projections de la circonfé- 
rence sont les projections du point de contact connu en rabattement. 

On construirait de même les tangentes parallèles à ai/; celles à^ plan 
horizontal sont rabattues suivant des tangentes parallèles à 0,L ; celles 
du plan vertical sont rabattues suivant des tangentes parallèles à FG *. 

* Détail» de construction. 1*Le8 projections de la circonférence sont des 
ellipses dont on a les deux axes. Voici, dans le cas où une ellipse est ainsi 
déterminée, un procédé de cons^truction très-rapide et suffisamment exact 
dans le plus grand nombre des cas. On construit un rectangle OAEC 
(fîg. 104) sur les deux demi-axes OA, OC; du sommet E on mène une per- 
pendiculaire à la diagonale CA, et l'on marque les points de rencontre G 
et 11 de cette p^rpendiculiire avec les axes; du point H comme centre avec 
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OBSERYATIOIVS SUR LA MÉTHODE DES RABATTEME1VT8. 

155. La méthode des rabattements peut servir toutes 
les fois que les données d*un problème sont situées dans 
un même plan, puisque par le rabattement du plan des 
données on ramène le problème à une question de géo- 
mëlrie plane. 

Elle sert aussi dans la résolution d'un grand nombre 
d'autres problèmes ; car il arrive souvent que par certai- 
nes considérations on fait dépendre la solution d'un pro- 
blème relatif à des données situées d'une manière quel- 
conque dans l'espace de celles d'un problème dont on a 
déterminé les éléipents suffisants dans un même plan. 
Nous allons en donner un exemple. 

PROBLÈME. 

154. On donne une droite AB (fig. 105) dans un plan 
MN et un point de t^espace; on demande de mener par le 
point une droite OC qui rencontre AB et qui fasse avec MN 
un angle donné a. 

ne pour rayon, on décrit un arc de cercle ; de G comme centre avec GA 
pour rayon, on décrit un second arc de cercle ; puis on décrit les deux arcs 
symétriques des deux premiers par rapport aux axes ; les arcs ainsi dé- 
crits coïncident avec l'ellipse sur une grande étendue; on les raccorde à la 
main au moyen d'arcs tangents. 

Quand les deux axes de L'ellipse sont très-différents, le procédé n'est plus 
suffisamment exact ; on détermine alors un certain nombre de points de la 
courbe, soit an moyen de propriétés connues de l'ellipse, soit en les dédui- 
sant de la solution même du problème. 

Pour justifier la construction indiquée, on remarque que les distances 

CII et GA, respectivement égales à -7 et —, sont précisément les rayons 

o a 

des cercles osculafeurs de l'ellipse aux sommets. 

2* Pour faciliter, à Télève l'étude de la figure, nous ferons remarquer que 

les rabattements et les relèvements se font avec la plus grande simplicité 

au moyen de droites du plan parallèles à 0«, O'o' rabattues suivant 0|« 
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Supposons le problème résolu, et soit OC la droite de- 
mandée ; si du point on abaisse la perpendiculaire OD 
sur le plan et si Ton joint DC, l'angle OCD est égal à Tan- 
gle donné a. Le côté DC de ce triangle, dans lequel OD est 
la distance du point au plan MN, peut donc être con- 
struit, et par suite le point C cherché se trouve dans le 
plan MN à la rencontre de la droite AB et d'une circonfé- 
rence décrite du pied D de la perpendiculaire OD comme 
centre, avec un rayon connu CD. On peut donc construire 
le point C par un rabattement du plan MN. 

Construction. Soient donnés PaP^ le plan (fig. 106), 
ab . a'V la droite du plan, o . o' le point et Tangle ; si l'on 
(ait tourner le plan vertical mené par le point o.o' per- 
pendiculairement à PoP^ autour de sa trace horizontale oft, 
la perpendiculaire menée du point o,o' sur le plan est ra- 
battue en vraie grandeur suivant OD (104, 2°). Menons 
OE qui fasse avec DE langle ; DE est le rayon de la 
circonférence à décrire dans le plan PaP^ Rabattons ce 
plan autour de sa trace horizontale Pa; le centre vient 
en D^ ; la droite ah.a'b* en aB ; aR rencontre la circonfé- 
rence décrite de D^ comme centre avec DE comme 
rayon en deux points C^, C, ; si Ton relève Tun de ces 
points Cj et si l'on joint ses projections c, c' à celles du 
point o.o\ la droite oc.o'c' ainsi obtenue satisfait à la 
question. Le point C^ relevé donnerait une seconde solu- 
tion. 



DIXIÈME LEÇON 



CHANGEMENTS DE PLANS DE PROJECTION 



lô5. Il arrive souvent que la position des plans de 
projection par rapport aux figures sur lesquelles on a 
des problèmes à résoudre influe beaucoup sur la simpli- 
cité des constructions que comportent les solutions de ces 
problèmes. Il importe donc de pouvoir passer des posi- 
tions choisies ou données à d'autres positions relatives 
plus commodes et indiquées par la nature même des pro- 
blèmes. 

On peut arriver à ce résultat, soit en laissant les figures 
immobiles et changeant la position de Tun des plans de 
projection ou de tous les deux par rapport à ces figures, 
soit en laissant les plans de projection immobiles et dé- 
plaçant les figures, généralement au moyen de mouve- 
ments de rotation. 

CHAIfOBIfEIlT DU PLAN VERTICAL. 

156. On donne les projections a, a' d'un point (fig. 107), 
bc, b'c' d'une droite ^ les traces Pa, aP^ d'un plan sur deux 
plans de projection ; on demande les projections du points 
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de la droite , îa trace du plan sur un plan vertical quel- 
conque. 

Soit x^y^ la nouvelle ligne de terre: i"" nous avons vu 
(15) comment on trouve la projection (f du point a.{f 
sur ce nouveau plan vertical; 2^ la projection verticale 
ft"c* de la droite s'obtient au moyen des projections V 
et c^ de deux de ses points b.V^e.d ; quand la trace hori- 
zontale de la droite est déterminée, on la prend généra- 
lement pour un des deux points à projeter; 3® quant au 
plan PaP^, sa nouvelle trace verticale est le rabaltemenl 
de son intersection avec le plan vertical x^y^^ dont la 
trace sur le premier plan vertical de projection est Im; 
cette interjection des deux plans PaP^ x^y^ a pour traces 
les points k et m, où se coupent leurs traces respectives ; 
la verticale Im se rabat en vraie grandeur suivant /m^, 
perpendiculaire à x^y^; hn^ est donc la nouvelle trace 
verticale cherchée. 

On remplacerait de même le plan horizontal de projec- 
tion par un plan quelconque perpendiculaire au plan ver- 
tical. 

Application. 

137. Déterminer les projections de lintersection d'une 
pyramide et ffun plan. 

Si le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical 
de projection, les projections verticales des sommets de 
l'intersection sont les points de rencontre de la trace ver- 
ticale du plan et des projections verticales des arêtes de la 
pyramide ; il est donc facile d'en déduire la projection 
horizontale de l'intersection. 

Si le plan donné est quelconque, on revient à cette po- 
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sition en prenant un plan vertical auxiliaire de projection 
perpendiculaire au plan sécant. 

Soient sabc^ s'a'Vd (Cg. 108) les projections de la pyra- 
mide et PcP^ le plan sécant ; sur un plan vertical mené 
suivant x^j/^ perpendiculaire à P3, la pyramide a pour pro« 
jection ^(fb^if et le plan sécant a pour trace mP, (136). 
Les sommets de l'intersection sont projetés sur ce nou- 
veau plan aux i^inis a!' ^^'' ^f" , oix les projections des arêtes 
rencontrent la trace mP^ du plan sécant ; ces projections 
*">&%/ donnent les projections horizontales a,P,Y ^^^ 
sommets et par suite les projections a, p', y' sur le pre- 
mier plan vertical. 

On remarquera que les distances des projections verti- 
cales a'yf!^'^' kxy sont les mêmes que celles de a',^'',*/' 
à ^1 Vil 13). On peut se servir de cette considération pour 
déterminer les projections verticales oify^\Y lorsque la 
construction précédente ne donne pas ces points avec as- 
sez de précision, par suite de rencontres de droites sous 
des angles trop aigus. 

Autre application. 

138. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
A.A', B.B' (fig. 109), dont l'une A. A' est parallèle au plan 
vertical de projection. 

Si Ton projette les deux droites sur un plan perpendi- 
culaire à A.A', la plus courte distance cherchée se pro- 
jettera en vraie grandeur sur ce plan (112). 

Soit x^i/| la perpendiculaire à A' suivant laquelle on 
mène un plan perpendiculaire à A.A' et par suite au plan 
vertical de projection ; la droite A . A' se projette sur ce 
nouveau plan en A" à une distancé de x y^ rgalc a 1 • 
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distance de la projection horizontale Xkxy; la projec- 
tion v^d" de B.B' sur ce plan a été obtenue par les pro- 
jections tf de sa trace verticale et d" d'un point qudcon 
que d.d! de cette droite; la plus courte distance cher- 
chée est donc la perpendiculaire A*'ft* menée de A" 
surv"(f. 

Les projections sur les deux premiers plans de Texlré- 
inité b^ de la plus courte distance sont ft, b\ situées sur les 
projections de la droite B.B'; la projection verticale de la 
plus courte distance est b' c' perpendiculaire à A'; on en 
déduit la projection horizontale be. 

TRANSPORT DE l'uN DES PLANS DE PROiECTIOM 
PARALLÈLEMENT A LUI-MÊME. 

159. Ce changement de plan n'est qu'un cas particu- 
lier du précédent, puisqu'il suffît de considérer la nou- 
velle ligne de terre x^y^ comme parallèle à xy. 

Dans la pratique, > comme ce changement de plan re- 
vient à transporter Tune des deux projections perpendi- 
culairement à la ligne de terre d une longueur égale à la 
distance de la nouvelle ligne de terre à Tancienne, on 
supprime par la pensée l'intervalle compris entre a;;/ et 
x^y^^ ce qui dispense d'effectuer le transport. 

CHANGEMENT DE PLAN LORSQU'ON REMPLACE l'uN DES PLANS 
DE PROJECTION PAR UN PLAN QUELCONQUE. 

140. On donne les projections a, a' d'un point (fig. 110), 
ac, a'c' d'aune droite^ les traces Qg, ^Q^ d'un plan sur deux 
plans de projection; on demande les projections du point et 
de la droite et la trace du plan sur un plan quelconque VaV^. 

i" La nouvelle projection du point a. a' est le rabatte- 
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ment du pied de la perpendiculaire menée de ce point 
sur PaP^. Pour obtenir ce rabattement, menons par a, a' 
un plan vertical perpendiculaire à PoP^; Tintersection 
de ce plan et de PaP, est rabattue autour de sa Irace ho- 
rizontale eag suivant gE,^\ le point a.d^ qui est dans ce 
plao, est rabattu en A^ ; le pied de la perpendiculaire 
menée de a. a' sur le pian, en Â'^. Si Ton fait tourner le 
plan PaP^ autour de Pa, A'^ se place sur le prolungement 
de ag en a^ à la distance ga^ de g égale à ^A^ ; a^ est la 
projection de a. a' sur le plan P(zP^. 

2^ En appliquant cette construction à deux points quel- 
conques a. a', ce' de la droite ac.afc\ on obtient en a^c^ 
la projection de cette droite sur le plan PaP^. 

5" Pour obtenir la trace du plan Q^Q^ sur le plan 
' PaP^y on remarque que cette trace est le rabattement de 
rinterseotion des deux plans; cette intersection a pour 
traces les points h et i;', où se coupent les traces des plans ; 
dans le rabattement la trace horizontale h ne bouge pas, 
la trace verticale se place en v^ ; hv^ est donc la trace 
cherchée sur le nouveau plan. 

Le point v^ a été obtenu au moyen de Tare décrit de a 
comme centre, avecav' pour rayon, car cette distance 
av' ne change pas dans le mouvement. 

Application, 

141. Déterminer lapins courte distance de deux droites 
quelconques A. A', B.B' (fig. 111). 

Si l'on projette les deux droites sur un plan Pal\ per 
pendiculaire à l'une d^ellcs A. A', la plus courte dislancr 
se projette en vraie grandeur sur ce plan (112). La 
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droite A. A' se projetle sur ce plan au point A*' (140); la 
droite B,B% suivant B"; la perpendiculaire A"C'', menée 
du point A'' sur B", est donc la vraie grandeur de la plus 
courte distance cherchée. 

Si Ton veut obtenir les projections de cette plus courte 
distance, on construira d'abord les projections c, c' de 
l'extrémité située sur B.B' et projetée en C" ; pour avoir 
la direction de la projection horizontale, on remarquera 
que la droite du plan rabattue suivant A'^C' est parallèle 
dans l'espace à la plus courte distance ; si on relève le 
plan PaPp cette droite A"C" a pour projection horizon- 
tale mn obtenue en joignant le point m au point n pro- 
jection d'un point rabattu en n^ ; la parallèle cg à mn est 
donc la projection horizontale de la plus courte distance 
cherchée ; la projection verticale est &<j\ 

CHANGEMENT DE PLANS QUAND ON REMPLACE LES DEUX PLANS DE 
PROJECTION PAR DEUX PLANS QUELCONQUES PERPENDICULAIRES 
ENTRE EUX. 

142. On donne les projections a, a' d'un point (fig. 112), 
ac, aV d*une droite^ les traces Qg, pQ^ d'un plan sur deux 
plans de projection ; on demande les projections du point et 
de la droite et les traces du plan sur deux plans quelconques 
perpendiculaires entre eux. 

Soit PaPj l'un des nouveaux plans de projection que 
nous appellerons, pour simplifier le langage, nouveau plan 
horizontal ; soit mn la projection horizontale de la droite 
suivant laquelle ce plan est coupé par le nouveau plan ver- 
tical, c'est-à-dire la nouvelle ligne de terre. On rabat 
d'abord ce plan autour de Pa sur le plan horizontal, mn 
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se rabat suivant x^y^y et le nouveau plan vertical est ra- 
battu encore autour de x^y^ sur le plan horizontal. 

1® Si l'on veut trouver sur ces deux plans les projections 
du point a»a^j on remarquera que la construction effec- 
tuée dans le changement de plan précédent (140) pour 
obtenir la projection a^ du point a . a! donne en même 
temps la distance A^Â\ du point au plan de projection 
PaPj, et par suite la distance de sa projection sur un 
plan quelconque perpendiculaire à PaP^ à la nouvelle 
ligne de terre (10). Donc, après avoir obtenu la projec- 
tion a^ du point a. a' sur PaP^, il suffit d'abaisser de a^ 
une perpendiculaire afi sur la ligne de terre et de pren- 
dre sur cette ligne ^a\=^X^A.\ ; a\ est la projection verti- 
cale cherchée. 

La distance A^A/ pourra être portée d'abord d'un côté 
quelconque de x^y^J carie plan vertical peut être rabattu 
d'un côté quelconque par rapport à cette ligne; mais le 
sens du rabattement étant adopté, on placera du même 
côté que a\ par rapport à x^y^^ les projections des points 
de l'espace qui sont du même côté que A par rapport au 
plan PaP^. Les autres points auront leurs projections ver- 
ticales situées du côté opposé de x^y^ par rapport à a^. 

2* Pour obtenir les projections nouvelles d'une droite 
quelconque ac.a'c' rapportée aux premiers plans de pro- 
jection , on détermine comme précédemment les projec- 
tions a^^a\j c^yc\ de deux de ses points; les droites a^c^y 
a!^c\^ qui joignent ces projections, sont les nouvelles pro- 
jections cherchées. 

5** Pour obtenir les traces d'un plan Q^O^, on déter- 
mine le rabatlemcnl k^v"l{ de sa (race sur PaP^ (140), puis 
les projeclions d^y d\ d'un point de ce plan. On est ainsi 

7 
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ramené à délermiDer la trace verticale -fR^ d'un plan 
dont on connaît la Irace horizontaleYRet un point d.d\. 
Pour simplifier les constructions, nous nous sommes servi 
du point a.d' du planQ^Q^ qui a m£me projection hori- 
zontale a que le point a .a' de la droite ac.a'd. 



ONZIÈME LEÇON 



UOUY£MKKTS DE ROTATION 



143. On donne les projections iVun point ^ d^une droite y 
les traces dun plan sur les deux plans de projection; on fait 
tourner ces figures d'une quantité anguMre donnée et dans 
un sens do%né autour d*un axe vertical : on demande les pro- 
jections du point j de la droite^ les traces du plan après ce 
mouvement de rotation. 

Lorsqu'un point A (fig. 113) tourne autour d'un axeOs, 
il décrit un arc de cercle dont le centre est le pied C de 
la perpendiculaire menée de A sur Taxe et dont le rayon 
est cette perpendiculaire AC. Sur un plan quelconque MN 
perpendiculaire à O2, Taxe est projeté au point 0, où il 
perce le plan, et Tare AB décrit par Je point A se pro- 
jette en vraie grandeur suivant Tare ab décrit par sa pro* 
jection a, et tel que l'angle au centre correspondant aOb 
soit égal à Tangle du mouvement de rotation et dans le 
sens indiqué pour le mouvement. 

l*" Soient 0, o'z' (fig. 114) les projections d'un axe ver- 
tical, a, a' celles d'un point qui doit tourner autour de 
Taxe d'une quantité angulaire a dans le sons indiqué par 
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Ja flèche m: Tare horizontal décrit par le point a.a^ de 
Tcspace sera projeté verlicalement suivant une parallèle 
a'a\ à la ligne de terre, horizontalement suivant Tare aa, • 
correspondant à un angle au cenlre aoa(=%\ Texlré- 
mité a^ de l'arc est la nouvelle projection horizontale du 
point; on en déduit sa projection verticale a\. 

2"" S'il s'agit d'une droite, on applique la construction 
précédente à deux de ses points et Ton joint par des droites 
les nouvelles projections obtenues. 

Sur la figure 115, la construction a été appliquée au 
point f.p' pied de la perpendiculaire commune à la 
droite donnée bh.VW et à Taxe, puis à la trace horizon- 
tale h de cette droite. Avec celte disposition, la projection 
horizontale nouvelle p^ \ étant perpendiculaire à op^J le 
point \ est déterminé par un arc de cercle, sans qu'il 
soit nécessaire de construire Tangle au cenlre. 

Sur la figure 116,1a construction a été appliquée à deux 
points a.a\h.V de la droite également distants de Taxe ; 
avec cette disposition, Tare décrit par l'un des points est 
égal à l'arc décrit par l'autre. 

S"" S'il s'agit d'un plan, on détermine les projections 
d'une droite et d'un point du plan après le mouvement 
de rotation; on est ainsi ramené à construire les traces 
d'un plan déterminé par un point et une droite. 

Soit le plan PâP^ (fig. 117), qui doit tourner autour de 
Taxe vertical o.o'z' dans le sens indiqué par la flèche m 
et d'une quantité angulaire a; cherchons ce que devient 
la trace horizontale Pd. Menons or perpendiculaire à Pa. 
Afirôs le mouvement, or est devenu or^, égal à or et faisant 
avec om l'angle a ; PS perpendiculaire à or devient pQ 
perpendiculaire à or^ ; pour avoir un point de la nouvelle 
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position, considérons celui où l'axe perce le plan P^P^. 
Ce point o.c' reste immobile dans le mouvement de rota- 
tion, et le plan Q^Q^ déterminé par ce point et la trace 
horizontale QP est le plan demandé. 

On obtiendrait de même les projections d^une figure 
après un mouvement de rotation autour d'un axe perpen- 
diculaire au plan vertical de projection. 

144. Si Taxe de rotation a une position quelconque, 
on peut se proposer de résoudre les mêmes problèmes 
relativement à cet axe. Voici la solution générale pour 
obtenir les projections d'un point quelconque après ce 
mouvement de rotation : 

On rabat sur un plan horizontal le plan mené par le 
point perpendiculairement à Taxe ; oji cherche les rabat- 
tements du point de l'espace et du point de rencontre 
de l'axe avec le plan ; de ce dernier point comme centre 
avec sa dislance à l'autre pour rayon, on décrit sur le 
plan de rabattement Parc indiqué par le sens et par l'angle 
du mouvement de rotation ; on relève le plan et on dé- 
termine les projections de rextrémité de Tare. 

Dans la pratique, on évite ce mouvement, qui donne 
lieu à des constructions trop compliquées ; on préfère em- 
ployer un changement de plan combiné avec un mouve- 
ment de rotation, de manière à ramener l'axe dans une 
position perpendiculaire à l'un des plans de projection ; 
on peut aussi avoir recours à deux mouvements de rota- 
tion autour de deux axes, l'un vertical, l'autre perpendicu- 
laire au plan vertical de projection. 

Si Ton veut, par exemple, faire tourner une droite quel- 
conque autour d un axe de manière à la rendre verticale, 
au lieu d'effectuer un seul mouvement de rotation autour 



102 GËOBIÉTKIE DESCRIPTIVE. 

d'un axe perpendiculaire au plan^ vertical projetant de 
celle droite, on peut faire tourner la droite d'abord au- 
tour d*un axe vertical de manière à la rendre parallèle au 
plan vertical de projection^ puis autour d'un second axe 
perpendiculairement à ce plan vertical de manière à la 
rendre verticale. 

Application. 

145. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
A.A',B.B'(fig! 118). 

Prenons pour axe la verticale o.o'o" qui passe par le 
point commun aux projections horizontales A et B des 
deux droites, et qui par conséquent rencontre ces droites 
en o.o\ o.o". Amenons d'abord la droite A. A' dans une 
position parallèle au plan vertical de projection. La pro- 
jection horizontale A devient A^ parallèle à la ligne de 
terre; un point e.c'de cette droite devient c^.c\^ le point 
0.0* ne bouge pas ; oV^ ou A.\ est alors la nouvelle pro- 
jection verticale de A. A'; dans ce mouvement, le point 
d.d' de B.B', situé à la même distance de Taxe que ccfj 
devient d^ . d\ ; le point o . (V de celte droite ne bouge pas ; 
les projections nouvelles de B.B' sont donc odj, 6"d', 
ou B„ B\. 

Prenons la perpendiculaire au plan vertical qui passe 
par le point e'j commun à A.\ et B\, pour second axe de 
rotation ; les points A . e' et a . e\ où les deux droites A^ . A'j, 
Bj . B\ rencontrent cet axe, ne bougeront pas. Rendons la 
droite A^-A'^ verticale; cette droite aura alors pour pro- 
jection horizontale le point A, et pour projection verticale 
e'A\ perpendiculaire à la ligne de terre. Dans ce mouve- 
ment, un point de A^ . A', projeté en f\ a dt'cril un arc f*^p^ 
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correspondant à l'angle au centre f^e'f^ ; le point g^ . ^^ 
de B^.B'^, situé à la même dislance de l'axe, est devenu 
9%'^ t'y la droite B^.B'^ a alors pour projections eg^^ e^g\ 
ou B,, B',. La plus courte dislance des deux droites est 
alors projetée horizontalement en vraie grandeur suivant 
la perpendiculaire A,/, menée du point A, sur B, ; la 
projection verticale de cette droite est l\m\ parallèle à la 
ligne de terre. Les projections verticales sur B\ et K\ des 
extrémités de la plus courte distance sont ï^ et m'^ obtenues 
au moyen d'arcs de cercle décrits du point ^ comme cen- 
tre àVec efl\ et efm^ pour rayons; les projections verti- 
cales de ces mêmes points sur B' et A' sont V et m\ obte- 
nues au moyen de parallèles menées par l\ et m\ à la 
ligne de terre; des projections verticales /', m' on déduit 
les projections horizon4ales / et m ; tnl^ m' V sont les pro- 
jections de la plus courte distance cherchée. 
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DOUZIÈME LEÇON 



QUESTIONS REUTIVES A U SPDËRE 



146. Mode de représentation. On représente une sphère 
sur deux plans de projection par les projections de ses 
deux grands cercles, qui sont respectivement parallèles à 
ces plans. 

Ainsi, sur la figure 119, les deux circonférences égales 
oùy o'd représentent une sphère de rayon oa et dont le 
centre est o. o'. La circonférence oa est la projeclion hori- 
zontale du grand cercle horizontal dont la projection ver- 
ticale est le diamètre dh\ parallèle à la ligne de terre; la 
circonférence o' d est la projection verticale du grand 
cercle parallèle au plan vertical de projection et dont la 
projection horizontale est le diamètre ah^ parallèle à la 
ligne de terre. 

147. Remarque. Toute section faite dans la sphère par 
un plan horizontal m'n' est une circonférence dont le 
centre est sur la verticale menée par le centre de la sphère 
et par suite projeté horizontalement en o ; cette section 
est projetée verticalement suiNant m'ii' parallèle à la ligne 
déterre et limitée ù la circonférence oV, horizontalement 
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suivant une circonférence de diamètre mn=ni'n\ concen- 
trique avec la projection du grand cercle horizontal de la 
sphère. Cette circonférence, quand son plan ne passe pas 
par le centre, est plus petite qu'une circonrérence de 
grand cercle; donc aucun point de la sphère ne peut 
avoir de projection horizontale en dehors de la circonfé- 
rence oa. 

Les mêmes observations 'sont applicables à la projec- 
tion verticale. 

PROBLÈME. 

148. On donne la projection hori%ontale c dhm point st- 
tué sur la surface d'une sphère : trouver la projection ver- 
ticale de ce point (fig. H9). 

Le cercle horizontal de la sphère qui passe parle point 
projeté en e est projeté horizontalement en vraie gran- 
deur suivant la circonférence mcn; le point de cette cir- 
conférence projeté horizontalement en m sur ab, diamètre 
parallèle àxt/, a sa projection verticale m' ou m\ sur la 
circonférence a'o' (146), et par suite m'n' ou m'^n/ est la 
projection verticale de la circonférence considérée; le 
point projelé en c, q;A est situé sur cette circonférence, a 
donc sa projection verticale en c's)a c\ au point de ren- 
contre de^w'n' ou ni\n\ avec la perpendiculaire menée 
par c à la ligne de terre. 

On pouvait prévoir a priori qu'il y a deux projections 
verticales correspondantes à la projection horizontale c, 
car la verticale menée par un point quelconque pris dans 
rintérieur de la circonférence oa rencontre la sphère en 
deux points. 

Quand le point c est sur la circonférence oa, la verti- 
cale menée par ce point ne louche plus la sphère qu'en 
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un point sur le grand cercle horizontal ; cette verticale 
est alors tangente à la sphère. On peut donc considérer la 
circonférence oa comme la-trace horizontale d'un cylindi^ 
vertical circonscrit à la sphère : on l'appelle contour appa- 
rent horizontal; de même, la circonférence o'a' sur le plan 
vertical est dite contour apparent vertical de la sphère. 

On détermine de la môme manière la projection hori- 
zontale d'un point de la sphère dont on connaît la pro- 
jection verticale. 

PROBLÈME. 

149. Déterminer les projections de Pinterseclion (Tune 
sphère o.o' et d^un plan PaP^. 

1* Supposons d'abord le plan PaP^ (fig. 120) perpen- 
diculaire au p^an vertical de projection. L'intersection est 
une circonférence dont le centre c . c' est le pied de la per- 
pendiculaire menée du centre o.o' de la sphère sur ce 
plan ; cette circonférence, dont le plan est perpendiculaire 
au plan vertical, est projetée verticalement suivant la por- 
tion m'n' de la trace verticale de ce plan comprise dans le 
contour apparent vertical de la sphère et qui est égale à 
son diamètre ; on peut obtenir alors les projections ho- 
rizontales d'autant de points que Ton veut de cette circon* 
férence*. 

Il est important de reconnaître s'il y a des points de 
rintersection sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. Ces points sont projetés verticalement sur a'b\ 

*■ La projection horizontale de cette circonférence est une ellipse dont le 
cenlre est c, dont le grand axe, égal à un diamètre et par conséquent à 
m'H\ est parallèle à la trace horizontale Pa du plan PaPi, et dont le petit 
axe, dirigé suivant oc, a pour extrémités les points m etn, projections ho- 
rizontales des points de la circonférence prejetés verticalement en m 
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projection du grand cercle horizontal delà sphère (146), 
et sur la trace verticale aPp du plan, et par suite à leur 
point de rencontre à! \ à cette projection verticale d' cor- 
respondent les deux projections horizontales d^, d,, qui 
sont les points cherchés. 

Ponctuation. L'arc d^md,, projection horizontale d'un 
arc projeté verticalement en w!d!^ doit être représenté 
comme ligne vue, puisque Tare correspondant de l'espace 
appartient à la moitié supérieure de la sphère; Tare d^nd,, 
correspondant à la projection verticale A'n\ doit être re- 
présenté en ponctué, puisque Tare dont il est la projec- 
tion est situé sur la moitié inférieure de la sphère. 

2* Supposons le plan sécant PaP^ dans une position 
quelconque (fig. 121). — On ramène ce cas au précédent 
au moyen d*un plan vertical auxiliaire perpendiculaire au 
plan PaP^. Prenons ce plan auxiliaire passant par le centre 
de la sphère et rabattons-le autour de son horizontale x^^^ 
qui passe par ce centre. La nouvelle projection verticale 
et la projection horizontale de la sphère se confondront 
après le rabattement ; pour rabattre la trace du plan PaP^ 
sur ce plan auxiliaire, nous déterminerons le point d où 
la charnière x^j/i projetée verticalement en o'gf' ren- 
contre ce plan ; le point d reste immobile ; le point du 
plan PoPj, projeté horizontalement en o, a pour projection 
verticale (!\ ce point se rabat sur oE perpendiculairement 
à x^y^ à la distance 6^=^o't' de o; dE est donc la nou- 
velle trace verticale du plan PaP^ ; on a donc, comme dans 
le cas précédent, la projection verticale nfvf de Tinter- 
section; on en déduit la projection horizontale amhn. 
Les points d^ et d, du contour apparent sont donnés 
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comme précédemment par leur projection verticale com- 
mune m sur le plan vertical auliliaire^ 

On fera une construction tout à fait analogue pour dé- 
terminer la projection verticale de Tinlersection*. 

PROBLÈME. 

150. Déterminer les projections de Pintersection de deux 
sphères 0. (y, ce. 

V Supposons d'abord la ligne des centres oc.o'c' 
(fig. 125) parallèle au plan vertical de projection. L'in- 
tersection des deus sphères est une circonférence dont le 

' La partie de rintersectîon représentée vue sur le plan horizontal est 
l'arc d^râi^ car la projection yerticale correspondante dirtl^ montre que 
l'arc dont il est la projection est situé sur la partie supérieure de la sphère; 
de même l'arc h'd^'k correspond h la partie tuc sur le plan vertical. 

* Si l'on veut se dispenser de répéter la construction précédente, on 
peut déterminer Tacilement les aies de la projection verticale. Le centrée' 
de cette projection est sur &t, projection verticale de la perpendiculaire 
à PaP| menée par le centre de la sphère et sur la perpendiculaire ce' me- 
née i la ligne de terre par la projection horizontale c du centre de la sec- 
tion. Le grand axe passe par ce point tf^ qui est son milieu ; il a une gran- 
deur égale au grand axe de la projection horizontale et il est parallèle à la 
trace verticale aP| du plan sécant (132). Le point de rintersectîon projeté 
horizontalement en d^ et situé sur le grand cercle horizontal se projette 
en d's. On a donc à construire une ellipse dont on connaît un axe et un 
point. Voici une construction simple qui permet avec ces données d'obtenir 
le second axe. ^oit AD (Hg. 122) un axe d'une ellipse et H un point de la 
courbe; menons par le point milieu de AB la perpendiculaire CD à AB ; 
du point H comme centre avec OB pour rayon décrivons un arc de cercle 
qui coupe CD en E; joignons EH et prolongeons cette droite jusqu'au point F 
de rencontre avec AB ; VF est la moitié du second axe. 

On peut du reste déterminer directement une extrémité du petit axe en 
se servant de la projection horizontale de la circonférence; <fVf direction 
de ce petit axe, est la projection verticale d'une droite du plan PaP|, dont 
la projection horizontale est cl; le point de cette droite qui appartient à la 
circonférence d'intersection a sa projection horizontale r sur Tellipse pro- 
jection horizontale de la circonférence; la projection verticale correspon- 
dante f est un point de la projection verticale de l'intersection située sur 
la direction du petit axe ; r* est donc un sommet. 
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plan est perpendiculaire à la ligne des centres, et par suite, 
dans le cas considéré, perpendiculaire au plan vertical de 
projection; cette circonférence est donc projetée verti- 
calement suivant une ligne droite; on a d'ailleurs deux 
points a!^ V de cette projection aux points de rencontre 
des circonférences projections verticales des sphères, car 
ces circonférences sont les projections verticales des 
grands cercles des deux sphères situés dans le plan verti- 
cal de la ligne des centres ; a'b' est donc la projection 
verticale de la circonférence d'intersection. On en déduit 
facilement (161) la projection horizontale adb^ qui est une 
ellipse dont on a les deux axes. 

Ponctuation. On obtient les projections horizontales 
^1* ^a> /i9 /î ^^ points de Tintersection qui sont sur les 
circonférences de contour apparent des deux sphères en 
menant des perpendiculaires à la ligne de terre par les 
points de rencontre e' et f de a!b' avec les projections 
verticales des grands cercles horizontaux dn\ o'v' des 
deux sphères. 

La partie de l'intersection qui est vue en projection 
horizontale est celle qui se trouve à la fois sur les moi- 
tiés supérieures des deux sphères, ou simplement sur la 
moitié supérieure de la sphère dont le centre est le plus 
élevé. Cet arc projeté verticalement en a'p a pour pro- 
jection horizontale fi a/*,. 

Pour les contours apparents des sphères, on remar- 
quera sur la projection verticale que l'arc projeté en a' m' 1/ 
de la sphère 0.0% étant situé dans l'intérieur de la sphère 
ce', est caché. Il en est de même de Tare projeté en a' n' 6' 
appartenant à la sphère €.&. - 

En projcclion horizontale, comme le centre de la sphère 
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ce' est plus élevé que celui de la sphère o.o\ Tare rjr/ du 
contour apparent de cette sphère intérieur au contour 
apparent de la sphère c.cf est caché ; sur la sphère c . d 
Tare f^of^ compris entre les points f^ et f^ de l'intersection 
est caché, car cet arc est la projection de la partie du 
grand cercle horizontal de la sphère ce' qui est contenue 
dans l'intérieur de la sphère o . o'. 

2"^ Supposons la ligne des centres oc.o'c' dans une 
position quelconque (fig. 124); on ramène ce cas au 
précédent au moyen d'un plan vertical auxiliaire paral- 
lèle & cette ligne. Prenons pour plan auxiliaire le plan 
vertical passant par la ligne des centres et rabattons ce 
plan autour de son horizontale Xfiy^^^ qui passe par le 
centre inférieur o.o\ Après le rabattement, la projection 
verticale de cette sphère et sa projection horizontale se 
confondront; le centre ce' de la seconde sphère se projet- 
tera en <f sur une perpendiculaire c(f à x^y^ et à une dis- 
tance de cette ligne égale à c'y) distance du centre ce' au 
plan horizontal qui passe par o.o'. On pourra donc con- 
struire la projection de la sphère e.e' sur le nouveau plan 
vertical. Dans cette position, on a une projection verticale 
rectiligne m'n' de l'intersection; on en déduit (142) la 
projection horizontale mm. 

On construit de la même manière la projection verti« 
cale de cette intersection. 

On distingue, comme dans le cas précédent, les parties 
vues et les parties cachées sur les deux plans de projec- 
tion « 

PROBLÈME. 

ISl. Ùéterminer les points communs â trois sphères 
0„ 0., 0.. 
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1® Supposons le plan des trois centres horizonlal 
(fig. 125). Afin de ne pas compliquer la figure, nous 
n'avons représenté que les projections horizontales des 
sphères. Les points communs aux trois sphères sont si- 
tués sur les intersections des sphères prises deux à deux. 
L'intersection des sphères 0^ et 0, est projetée horizon- 
talement suivant la corde ab, celle des sphères 0^ et 0, 
suivant la corde cd; le point m commun kab ei cd est la 
projection horizontale des points cherchés ; ces points se 
trouvent sur la verticale menée par m aux points de ren- 
contre avec les circonférences projetées en ab et cd; si l'on 
rabat Tune d'elles autour de son diamètre ab, on aura les 
rabattements M^ et M, des points de rencontre et leur dis- 
tance M^m ou M, m au plan horizontal; ces points seront 
donc projetés verticalement en m\ et m\ à des distances 
deO\0',égalesàM,w. 

152. Remarque I. L'intersection des sphères 0, et 0, 
contient aussi les points communs aux trois sphères ; la 
projection horizontale ef de cette intersection contient 
donc le point m commun à ab et cd ; on a donc la démon- 
stration de ce principe de géométrie, plane : Si trois cir- 
conférences se coupent, leurs cordes communes se cou- 
pent en un même point ; cas particulier de ce principe 
général : Les axes radicaux de trois circonférences se cou- 
pent en un même point. 

Remarque II. Le problème précédent revient à détermi- 
ner le sommet d une pyramide triangulaire dont on a la 
base 0^0,0, elles trois arêtes latérales qui sont les rayons 
des trois sphères* 

2''. Supposons les trois centres placés d^une manière 
quelconque (fig. 126). Pour ne pas compliquer la figure^ 
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nous n'avons représenté que les projections des trois 
centres o^-o/, o,.o'„ o^,o\^ et nous avons indiqué à part 
les longueurs R^, R, et R, des trois rayons. Le plan des 
trois centres a été rabattu autour de son horizontale 
^1 ïi ^'lï'n ^^* passe par le centre o^ . o'\ ; les centres 0,, 0, 
sont devenus (o,, o),; les points communs sont projetés 
sur le plan de ce rabattement en {a^ et sont distants de ce 
plan de ^^VL^ ; si on relève le plan des trois centres et si on 
rabat autour de sa trace, sur le plan horizontal o\ij\^ le 
plan vertical engendré par (a^ l'intersection de ce dernier 
plan et du plan des trois centres est rabattue suivant 
r{ju, et la perpendiculaire au plan des trois centres sui- 
vant {aM=[jl^H^; lun des points cherchés rabattu en M 
donne les deux projections m^^m\\ Taulre rsibatlu en M, 
donne les projections m,, m\. 

PROBLÈME. 

153. Déterminer les points de rencontre cVnne droite et 
d'une sphère. 

Si par la droite on mène un plan quelconque, ce plan 
coupe la sphère suivant une circonférence sur laquelle se 
trouvent les points demandés; il suffit donc de prendre 
les points communs à cette circonrérence et à la droite 
donnée. 

On peut employer commeplan auxiliaire Tun des plans 
projetants de la droite ; nous laissons au lecleur le soin 
d'exécuter cette construction très-facile. Nous allons faire 
voir qu'il est encore plus simple d'employer comme plan 
auxiliaire le plan du grand cercle déterminé par la 
droite. 

Soient o,o' (fig. 127) les projections du centre de la 
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sphère et ab, aV celles de la droite; si Ton rabat le plan ' 
de 0,0' eiab.a-V autour de son horizontale oe,o'e!^ qui 
passe par le centre, pour le rendre horizontal, le grand 
cercle d'intersection avec la sphère coïncide avec le grand 
cercle horizontal ; la droite se rabat suivant t\>^ obtenue en 
joignant le point e situé sur la charnière au point h^ ra- 
battement d'un de ses points fr.ft'; les points r^^'g^^ com- 
muns à eft^ et à la circonférence, sont les rabattements 
des points demandés r^^ p.p\ 

PowcTUATioN. La partie rp . r'p' de la droite comprise dans 
l'intérieur de la sphère est cachée sur les deux plans de 
projection; sur le plan horizontal rm est la projection 
d'une partie de la droite cachée par la sphère, car le 
point projeté en r est situé sur la moitié inférieure de la 
surface, ce qu'indique sa projection verticale r' située 
au-dessous de la projection verticale c'd' du grand cercle 
horizontal; pn est la projection d*une partie vue, car le 
point p.p' est situé sur la moitié supérieure de la sphère. 
Par des considérations semblables on reconnaît en pro- 
jection verticale que r'^' doit être représenté en ligne 
pleine et l'p' en ponctué. 



TREIZIÈME LEÇON 



PUNS TANGENTS À U SPHËEB 



154. Définitions. Un plan tangent i une sphère est un 
plan qui n'a qu'un point commun avec celte sphère. On 
démontre en géométrie élémentaire que ce plan est per- 
pendiculaire à l'extrémité du rayon qui passe par le point 
de contact. 

Un plan tangetit à un cône ou à un cylindre de révolu- 
tion est un plan qui n'a qu'une généralrice commune 
avec la surface du c6ne ou du cylindre. Celte génératrice 
commune est appelée génératrice de contact. 

THÉORÈUE. 

155. Tout plan MN (fig. 128) mené par une génératrice 
SA d'un cône de révolution perpendiadairement au plan 
SAO de cette génératrice et de Vaxe SO est un plan tangent 
au cône. 

En effet, si l'on mène un plan quelconque PQ perpendi- 
culaire à l'axe, ce plan est aussi perpendiculaire au plan 
SAO qui contient l'axe ; donc son intersection AD avec le 
plan MN est perpendiculaire au plan SAO, et par suite a 
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AO qui passe piw son pied dans le plan ; AD est donc une 
tangente à la circonférence d'intersection du planPQ avec 
le cdne ; donc toutes les génératrices du cdne autres gue 
SA, rencontrant cette circonférence en dehors du plan MN^ 
sont nécessairement situées hors de ce plan, qui les laisse 
toutes d'un même côté. 

THÉORÈME. 

156. Réciproquement tout plan MN (fig. 128) tangent à 
un cône Je révolution est perpemlicukire au plan SAO mené 
par Vaxe SO et la génératrice de contact SA. 

En efTet, si Ton mène un plan quelconque PQ perpendi- 
culaire à Taxe, ce pTan coupe le plan MN suivant une droite 
DA tangente à la circonférence OA d'intersection avec le 
cône, car siDA coupait cette circonférence en deux points, 
le plan MN contiendrait les deux génératrices passant par 
ces points et ne serait pas tangent ; le rayon AO est donc 
perpendiculaire à DA ; SA est perpendiculaire à la même 
droite d'après lo théorème des trois perpendiculaires ; DA 
est donc perpendiculaire au plan SAO, et par suite il en 
est de môme du plan MN qui contient DA. 

THÉORÈME. 

157. SU' on coupe un cône de révolution par un plan PQ 
(iig. 128) perpendiculaire à Vaxe et si Pon mène une tangente 
AD à la ^conférence dHntersediony le plan de cette tangente 
et de la génératrice SA qui passe par le point de contact est 
tangent au cône. 

En effet, la tangente DA, située dans le plan PQ perpen- 
diculaire au plan SAO, est perpendiculaire à ce plan SAO, 
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puisqu'elle est perpendiculaire à leur intersection AO ; 
^onc le plan MN mené suivant DA est perpendiculaire au 
plan SAO, et par suite est tangent au cône (155). 

Les principes que nous venons de démontrer relative- 
ment au cône s'appliquent également au cylindre de révo- 
lution; on les démontre delà même manière. 

CÔNE CIRGONSCRIT A UKE SPHÈRE. 

158. Par le centre d'une sphère (fig. 129) et un point 
quelconque A on fait passer un plan; on mène dans ce 
plan par le point A une tangente à la circonférence d'in- 
tersection ; si l'on fait tourner la figure ainsi obtenue au- 
tour de OA, la circonférence engendre la sphère, la tan- 
gente AB, un cône de révolution, et le point de contact B, 
une circonférence commune au cône et à la sphère ; le 
plan de cette circonférence est perpendiculaire à OA, et 
son centre est le pied G de la perpendiculaire menée de B 
sur OA. 

Le cône ainsi engendré est dit circonscrit à la sphère, la 
courbe commune engendrée par le point B est dite la 
courbe de contact ; on voit donc, d'après ce qui précède, 
que la courbe de contact d^une sphère et d*un cône circonscrit 
est une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la 
droite qui joint le sommet du cône au centre de U: sphère. 

THÉORÈME. 

159. Si Von mène en un point quelconque B (tig. 129) 
de la courbe de contact d^une sphère et d'un cône drconscnt 
un plan tangent à la sphère^ ce plan est aussi tangent au 
cône. 

En effet, le plan tangent à la sphère au point B est per- 
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pendiculaire au rayon OB et contient la tangente AO ; il est 
donc tangent au cône (155). 

THÉORÈME. 

160. Réciproquement tout plan tangent à un cône drcon- 
scrit à une sphère est tangent à la sphère (fig. 129). 

En effet, soient AB la génératrice de contact et B le 
point où cette génératrice rencontre la circonférence de 
contact du cône et de la sphère ; le plan OAB est perpendi- 
culaire au plan tangent (156) ; OB, situé dans AOB et per- 
pendiculaire à rintersection AB, est aussi perpendiculaire 
au plan tangent au cône ; le plan tangent au cône est donc 
perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon OB de la sphère. 

REMARQfE. Si d'un point quelconque pris sur Taxe d'un 
cône de révolution on abaisse une perpendiculaire sur 
une génératrice, il est facile de voir que la sphère décrite 
de ce point comme centre avec la perpendiculaire comme 
rayon est inscrite dans le cône; on peut donc inscrire une 
infinité de sphères dans un cône de révolution, et alors il 
résulte de ce qui précède que tout plan mené d^un point 
tangentiellement à une sphère est tangent au cône ayant ce 
point pour sommet et circonscrit à la sphère^ et par suite il 
est tangent à toute sphère inscrite dans ce cône. 

CYLINDRE CIRCONSCRIT A UNE SPHÈRE. 

161. Par le centre d'une sphère (fig. 130) elune 
droite donnée A on fait passer un plan, on mène dans ce 
plan à la circonférence d'intersection une tangente paral- 
lèle à A ; si Ton fait tourner la figure ainsi obtenue autour 
de la parallèle à A menée par le centre, la circonférence 
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engendre la sphère, la tangente, un cylindre de révolution, 
ef le point de contact G, une circonférence commune au 
cylindre et à la sphère; le plan de celle circonférence est 
perpendiculaire à la droite A et son rayon est le rayon 
même de la sphère. Le cylindre ainsi engendré est dit 
circonscrit à la sphère; la courbe commune engendrée par 
le point G est la courbe de contact. On peut donc dire, 
d'après ce qui précède, que la courbe de contact d*une sphère 
et d'un cylindre circonsciit pai^allèle à une droite donnée 
est une circonférence de grand cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à cette droite. 

162. On démontrerait, comme pour le cdne, que si Von 
mène par un point quelconque de la courbe de contact d'hutte 
sphère et d'un cylindre circonscrit un plan tangent à la sphère j 
ce plan est tangent au cylindre^ et que réciproquement tout 
plan tangent au cylindre circonscrit est tangent à la sphère \ 

PROBLEME. 

163. Déterminer les projections de la courbe de contact 
d'une sphère 0.0' (iig.131) et d'an cylindre circonscrit pa- 
rallèle à une droite donnée AA'. 

On a vu (175) que la courbe de contact est une circon- 
férence de grand cercle dont le plan est perpendiculaire 
à A. A'. 

Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan mené par 
le centre et parallèle à A . A' : la projection de la courbe de 
contact sur ce plan sera une ligne droite; rabattons-le 

* Le8 principes qui précèdent, nécessaires aux élèves qui doiyent borner 
réhide de la géométrie descriptive à la première partie, deviennent inu- 
tiles à ceux qui les retrouveront comne cas particuliers de principes géné- 
raux développés dans la seconde. 
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autour de son horizonlale ok^ qui passe par le centre; la 
section faite par ce plan dans la sphère se confondra, après 
le rabattement, avec le contour apparent horizontal de la 
sphère ; une parallèle à A . A^ tnenëe par un point o .m' du 
plan, se rabat en m^ky et les tangentes à la section, suivant 
les tangentes LT, L^ T^ à la circonférence rabattue et paral- 
lèles à m^k; les points de contact L, L^ sont des points de 
la projection verticale auxiliaire de la courbe de contact ; 
la droite hoL^ est donc cette projection auxiliaire ; on en 
déduit facilement, comme dans le cas d'une section plane 
(149), la projection horizontale correspondante. 

On pourrait en déduire la projection sur le premier 
plan vertical ; mais il est plus simple de déterminer di- 
rectement celte projection, comme on a déterminé la pro- 
jection horizontale. 

PROBLÈME. 

164. Déterminer les projections de la courbe de contact 
d^une spère o . o' et d'un cône circonscrit dont on donne le 
sommet a • a' (fig.132.) 

On a vu (158) que la courbe de contact est une circon- 
férence dont le plan est perpendiculaire à la droite oa. 
o'a' qui joint le centre au point donné a . a'. 

Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan projetant 
de oa,</a[ ; sur ce plan la courbe de contact se projettera 
suivant une ligne droite; rabat lons-le autour de son ho* 
rizontale oa . o' a, qui passe par le centre ; la section faite 
par ce plan dans la sphère se confondra, après le rabat- 
Icment, avec le contour apparent horizontal de la sphère; 
le point a . a' se rabattra en A^ sur la perpendiculaire a.A^ 
à aOy à une distance de a égale à a'a, distance du point a . a' 
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au plan horizontal qui passe par le centre; si l'on mène 
les tangentes A i m', A^ n' à la circonférence om\ les points 
de contact m' et n' sont des points de la courbe cherchée, 
et la projection de celte courbe sur le plan auxiliaire est 
m' n'\ on en déduit, comme dans le cas précédent, la pro* 
jection horizontale. • 

On détermine de la même manière la projection verti- 
cale de la courbe de contact. 

PROBLÈME. 

165. Mener aune sphère un plan tangent par un point 
de la surface. 

11 suffit de joindre le point donné au centre de la sphère 
et de mener par ce point un plan perpendiculaire à la 
droite ainsi déterminée (120.) 

PROBLÈME. 

166. Mener à une sphère un plan tangent parallèle à un 
plan donné. 

On mène par le centredela sphère une perpendiculaire 
au plan; on prend sur celte perpendiculaire, de part et 
d'autre, à partir du centre, des longueurs égales au 
rayon ; les extrémités sont les points de contact cherchés ; 
il suffit de mener par ces points des plans parallèles au 
plan donné. 

PROBLÈME. 

167. Mener par une droite A un plan tangent à une 
sphère 0. 

Première solution. Menons par le centre (fig. 135) 
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de la sphère un plan perpendiculaire à la droite A ; par le 
point C où la droite A perce ce plan, menons une tangente 
CD à la circonférence d'intersection avec la sphère, le 
plan de cette tangente et de la droite A est le plan tangent 
cherché. 

En effet, si l'on mène le rayon OD, ce rayon est dans 
un plan perpendiculaire à AC ; il est perpendiculaire à la 
tangente CD qui est l'intersection de ce plan et du plan 
ACD : il est donc perpendiculaire à ce dernier, et par, suite 
ACD, à l'extrémité d'un rayon OD, est tangent à la sphère. 

Soient o.d la sphère (fig. 134) etat.a'fr' la droite 
données ; prenons pour plan auxiliaire de projection le 
plan vertical projetant de la droite et rabattons ce plan 
autour de son horizontale o^i^^ située dans le plan horizon- 
tal du centre de la sphère ; la nouvelle projection de la 
droite est ca^ obtenue en joignant le point c où elle ren- 
contre la charnière à la projection a^ d'un de ses points 
a. a' ; la trace verticale auxiliaire du plan mené du cen- 
tre . o' perpendiculairement à ah .a!V est Oïd perpen- 
diculaire à Cdi; le point de rencontre de ce plan avec 
ab .dV est g^.g>g*\^i Ton rabat ce plan auxiliaire do^ o 
autour de oo^ sur le plan horizontal qui passe par le cen- 
tre, la circonférence d'intersection avec la sphère coïncide 
avec le contour apparent horizontal ; le point g^ vient en 
G^, et la tangenleà la circonférence d'intersection est G^/j. 
Cette droite rencontre la charnière oo^ en r; si on relève 
le plan, le point r ne bouge pas et la tangente Ifi^r a pour 
projections rgl^r' g'I' ; le plan de celte droite eideab.a'V 
est le plan tangent cherché. — Sur la figure on a déter- 
miné la trace horizontale ^P de ce plan en menant par la 
trace horizontale fde ab.a'b' une parallèle à l'horizontale 
cr du plan. 
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Vérification. Si l'on joint le point de contact / ./' au cen- 
Ire, les projections /o, l' o' du rayon ainsi déterminé doi- 
vent être perpendiculaires aux traces Pp, P^g du plan tan- 
gent. 

Il y a généralement deux solutions, car on peut en gêné* 
rai mener deux tangentes du point G^ à la circonfé- 
rence 0. 

Deuxième solution. Circonscrivons à la sphère un cône 
ayant pour sommet un point de la droite donnée; un plan 
mené par la droite tangentiellement à ce cône satisfait à 
la question. 

Soient . oMa sphère (fig. 155) et a'b.a'V la droite 
données. Nous prendrons pour sommet du cône circon- 
scrit le point e,(f àtah .a!V situé dans le plan horizon- 
tal qui passe par le centre de la spère, afin que l'axe du 
cône, étant horizontal, la courbe de contact qui est dans 
un plan perpendiculaire à cet axe se projette horizontale- 
ment suivant une ligne droite mn; la droite donnéoaft . a!V 
rencontre le plan vertical de cette base en un point £,e* ; 
si de ce point on mène une tangente à la circonférence 
projetée suivant mM, le plan de cette tangente et de la 
droite donnée satisfait à la question (108). Pour détermi- 
ner cette tangente, rabattons le plan vertical de la base 
autour du diamètre horizontal mn sur le plan horizontal 
qui passe par le centre de la sphère ; le point e . ef vient se 
placer en E sur la perpendiculaire ^E à mn^ à une distance 
de e égale à e^, distance du point ^ « «' au plan horizontal 
mené par le centre ; la circonférence, base du cône, se ra- 
bat suivant la circonférence décrite sur mn comme dia- 
mètre; la tangente rabattue est Ej, qui rencontre la char- 
nière en g ; si on relève, le point g resie immobile, cg est 
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une horizontale du plan (ange:ii ; on n donc la trace hori- 
zontale de ce plan en menant par la trace horizontale a do 
la droite donnée une parallèle aVhcg; on en déduit fa- 
cilement la trace verticale aPf 

Vérification. Le point R de contact de Er; et de la cir- 
conférence mn est le rabattement du point de contact du 
plan tangent et de la sphère. Ce point a pour projections 
r, /; si l'on joint ce point au centre, or, o'r' sont les 
projections du rayon qui passe par le point de contact : 
elles doivent donc être perpendiculaires aux traces du plan 
PaP^. 

Le problème admet deux solutions , nous n'en avons 
figuré qu'une seule sur l'épure. 

PROBLÈHE. 

168. Mener par un point donné un plan tangent commun 
à deux sphères. 

Leume. Tout plan tangent commun à deux sphères passe 
par un centre de simUilude de ces sphères. 

Soient en eifet 0^ et 0, (fig. 136) les centres des deux 
sphères de rayons R^ et R,, A et B leurs points de con- 
tact avec un même plan tangent. Si l'on mène les rayons 
0^ A,0,B, ces rayons perpendiculaires à un même plan sont 
parallèles et par suite situés dans un même plan ; les droi- 
tes AB et 0^0, prolongées, s'il est nécessaire, se coupent ; 
soit C leur point de rencontre, 0^ A et O^B étant parallèles, 
on a la proportion : 

C0| O^A R| 
Lu point C est donc le centre de similitude directe. 
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Si les points de contact étaient situés de côtés différents 
de la ligne des centres, on aurait un plan tangenfpassant 
par le centre de similitude inverse. 

Si donc on veut mener par uji point M un plan langent à 
deux sphères 0^ et 0,, il suffit de joindre le point M à un 
centre de similitude et de faire passer par la droite ainsi 
menée un plan tangent à Tune des sphères. 

Nombre des solutions. Les sphères ont deux centres de 
similitude que Ton peut joindre au point donné ; par cha- 
cune de ces droites on peut mener deux plans tangents à 
Tune des sphères (167) ; le problème est donc susceptible 
de quatre solutions. 

THÉORÈME. 

169. Mener un plan tangent commun à trois sphères. 

Soient Oj, 0,, Oj (fig. 157) les trois sphères données ; un 
plan tangent demandé doit être tangent aux sphères 0^ et 
0,; il doit donc passer par un des cenires de similitude c 
ou c^ de ces deux sphères ; ce plan doit être tangent aux 
sphères 0^ cl 0,, il doit donc passer par un de leurs centres 
de similitude y ou Yi ; le plan demandé doit donc passer 
par deux points déterminés, et par suite par la droite qui 
les joint; on est donc ramené à faire passer par une droite 
un plan tangent à Tune des trois sphères. 

Nombre des solutions. On est conduit d'abord à mener un 
plan tangent à deux sphères 0., 0, par un centre de simi- 
litude c ou c^ des deux sphères 0^, 0,. Par chacun des 
points 0, c^ il est possible de mener quatre plans tangents 
communs aux deux sphères 0^, 0, ; le problème peut donc 
admettre huit solutions. 
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170. Remarque I. Un centre de similitude c dea sphères 
0^ el 0, et un centre de similitude y des sphères 0^ et 0, 
sont situés dans Tun des plans tangents communs aux 
trois sphères; la droite cy qui les joint est donc Tinter- 
section de ce plan tangent et du plan des trois centres. Si 
Ton joint les points où ce plan langent touche les sphères 
0, et 0,, le centre de similitude jf, où cette droite ren- 
contre OiOt, est situé à la fois dans le même plan lan- 
gent et dans le même plan des trois centres ; il est donc 
situé sur leur intersection, c'est-à-dire sur la droite cy 
qui joint les deux premiers centres de similitude. Donc 
trois sphères quelconques ont toujours deux de leurs centres 
de similitude en ligne droite avec un troisième. 

Nous avons vu (168) qu'il peut y avoir huit plans tan- 
gents communs à trois sphères ; ces huit plans symétriques 
deux à deux par rapport au plan des trois centres onnent 
quatre droites distinctes d'intersection; donc les centres 
de similitude de trois sphères se trouvent trois à trois sur 
quatre droites. 

L'une de ces droites est celle qui joint les centres de 
similitude directe, les trois autres senties côtés du triangle 
qui a pour sommets les centres de similitude inverse; cha- 
cun des côtés prolongés de ce triangle doit donc passer par 
un centre de similitude directe. 

171. Remarque IL Les centres de similitude des trois 
sphères considérées ne sont autre chose que les centres de 
similitude des trois circonférences de grand cercle situées 
dans le plan des trois centres : le principe précédent s'ap- 
plique donc aux centres de similitude de trois circonfé- 
rences quelconques situées dans un même plan 



QUATORZIÈME LEÇON 



PROBLÈMES SUR U SPHÈRE 



i 72. Circonscrire une sphère à un tétraèdre. 

Le lieu géométrique des points de l'espace également 
distants de- deux points donnés A et B est le plan me é 
perpendiculairement à AB par son milieu ; le lieu des 
points de l'espace également distants de trois points 
A, B, C est rintersection du lieu précédent avec le plan 
mené perpendiculairement au milieu de CA ou de CB ; 
enfin si Ton veut trouver un point de lespace également 
distant de quatre points donnés A, B, C, S, il suffit de 
chercher sur la droite, lieu des points également distants 
de A, B, Ct le point qui se trouve à égales dislances du 
point S et de Tun quelconque des trois autres; il suffit 
donc de chercher le point de rencontre d'une droite et du 
plan perpendiculaire au milieu de SA, par exemple. Le 
centre de la sphère circonscrite à un tétraèdre étant à égale 
distance des quatre sommets, on pourra le déterminer 
par ce procédé. 

Prenons pour plan horizontal de projection un plan 
parallèle à une face abc (fig. 138) du tétraèdre, et soit 
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S la projection horizontale du sommet ; prenons la ligne de 
terre xy parallèle à la projection horizontale sa d'une arête 
latérale, et soit s'a'Vd la projection verticaledu tétraèdre; 
les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes ab.a'b\ 
ac.dd sont des plans verticaux dont l'intersection est 
une verticale o . o'o^^ qui passe par le centre o de la circon- 
férence cironscrite au triangle abc; le plan perpendiculaire 
au milieu de Parète sa.s'a\ parallèle au plan vertical de 
projection, a sa trace verticale p'o' peipendiculaire à sfaf 
et passant par le point f' milieu de cette droite ; le point o' 
de rencontre de p'o'et de la perpendiculaire o'o" à la ligne 
de terre est la projection verticale du centre cherché. Le 
rayon o' c\ de la sphère est la distance du centre o . o' à l'un 
des sommets ce'. 

Remarque. Le centre o.o\ également distant des quatre 
sommets, se trouve dans tous les plans menés perpendicu- 
lairement au milieu des arêtes (48) ; donc les six plans per- 
pendiculaires aux milieux des arêtes d*un tétraèdre con- 
courent au même point. 

PROBLÈME. 

173. Inscrire une sphère dans un tétraèdre. 

Lecentredelasphèrecherchéeétantàdesdistances égales 
des quatre faces^ et par conséquent à des distances égales 
des faces considérées deux à deux, est situé dans les plans 
bissecteurs des six angles dièdres formés par les quatre 
faces. Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre, 
pourvu que l'on ne considère pas les trois angles dièdres 
d*un même trièdre, car dans ce cas les trois plans ont une 
droite commune, lieu géométrique dos points de l'espace 
également distants des trois faces* 
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Soient SABC (Hg. 159) le tétraèdre donné, et le point 
de rencontre des plans bissecteurs des angles dièdres dont 
AB, AC et BC sont les arêlos; ces plans se coupent suivant 
les droites OA, OB, OC et forment avec la face ABC une 
pyramide OABC. Un plan parallèle à la face ABC coupe 
celte deuxième pyramide suivant un triangle abc sem- 
blable à ABC ; si Ton détermine les sommets a, b^ e de 
cette section, et si on les joint aux sommets homologues 
A, B, C, les droites Aa, B6, Ce seront les arêtes de 
la pyramide OABC et iront* concourir au centre cher- 
ché 0. 

Il suffit donc de déterminer la section abc; comme les 
côtés de cette section sont parallèles à ceux de ABC, il 
suffit de délermincr un point de- chacun d'eux. — Par le 
pied s de la hauteur, menons sp perpendiculaire à AB et 
joignons Sp; Sp est aussi perpendiculaire à AB et Sps est 
l'angle plan qui mesure l'angle dièdre dont AB est l'arête; 
le plan bissecteur est coupé par le plan Ssp perpendi- 
culaire à Tarèle AB suivant la bissectrice pm de l'angle 
plan Sps ; le point m où cette bissectrice rencontre le plan 
sécant auxiliaire est un point de ab; on opérera de même 
pour les deux autres plans bissecteurs et l'on aura le 
triangle abc. 

Dans la figure précédente, on suppose que le plan auxi- 
liaire parallèle à ABC est situé entre cette face et le som- 
met; comme le centre est inconnu et qu'il peut être à 
une faible distance de ABC, pour être certain de satisfaire 
à cette condition, il faudrait prendre le plan sécant très- 
voisin de ABC, ce qui donnerait des sommets a, fc, c très- 
voisins de A, B, C, et par suite peu d'exactitude dans les 
résultats. Pour remédier à cet inconvénient, on prendra 
le plan auxiliaire au delà du sommet par rapport à ABC ; 
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on obtiendra alors une seclion agy semblable à ABC, mais 
dont les côtés parallèles seront dirigés en sens inverses. 
On est toujours certain d'obtenir une seclion dans cette 
position en faisant passer le plan auxiliaire par le milieu 
de la hauteur. 

Soient «ABC, «'A'B'C (fig. 140) les projections du té- 
traèdre dont la face ABC est dans le plan horizontal de 
projection ; soit m'v! le plan horizontal auxiliaire. Menons 
par le sommet le plan vertical sp perpendiculaire à Ta- 
rète AB et faisons tourner ce plan autour de la verticale 
Sf pour le rendre parallèle au plan vertical de projection ; 
sp devient «p^, parallèle à la ligne de terre ; l'angle Sp« se 
projette verticalement en vraie grandeur suivant 8'f\y et 
la bissectrice de cet angle suivant la bissectrice p\ g\ de 
l'angle «y^y ; cette bissectrice rencontre le plan auxiliaire 
m'n' au point projeté en jf/ ; la projection horizontale g^^ 
qui correspond à g/, est située sur le prolongement de p^« ; 
si l'on ramène le plan Sp^s dans sa position première, g^ 
vient se placer sur le prolongement de ps à la distance 
$g=sgi des; la parallèle ap, menée du point g à AB, donne 
la projection horizontale d'une section faite par le plan 
m'n' dans une face de la pyramide des plans bissecteurs. 
En opérant de même pour les plans bissecteurs des angles 
dièdres dont BC et AC sont les arêtes, on obtient les pro- 
jections Py ^t ^Y ^^^ deux autres côtés de la section ; le 
point de concours de Aa, Bp, C^ est la projection ho- 
rizontale du centre cherché. Pour avoir la projection ver- 
ticale de ce centre on détermine la projection verti- 
cale Ma d'une arête projetée en Aa, et dont un point 
a.oL est dans le plan auxiliaire m'n'; la projection verticale 
o' du centre est située sur A'a ; le rayon de la sphère est 

9 
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iùO\ distance du centre à la face ABC, qui est dans le plan 
horizontal de projection. 

SPHÈRES TAKGENTES AUX QUATRE FACES d'uN TÉTRAÈDRE 

174. Si, au lieu de chercher le centre de la sphère in- 
scrite à un tétraèdre, on veut construire les sphères tan- 
gentes aux quatre faces, il faut considérer non-seulement 
les plans bissecteurs des angles dièdres du tétraèdre, mais 
ceux de leurs suppléments. Cherchons de combien de so- 
lutions le problème est alors susceptible. 

Le lieu géométrique des points de l'espace également 
distants de deux points donnés M et N se compose des 
plans bissecteurs des deux angles dièdres supplémentaires 
formés par ces deux plans ; le lieu géométrique des points 
de l'espace également distants de trois plans M, N et P 
est donné par les interseclions du lieu précédent avec le 
lieu des points également distants du plan P et de lun 
des deux premijBrs plans M, N. Le premier lieu se com- 
pose de deux plans, le second de deux autres plans : le 
^eu des points également distants de M, N, et P se com- 
pose donc des quatre droites d'intersection. Si enfin on 
considère un quatrième plan Q, les points également dis- 
tants de ce plan et des trois premiers M, N et P seront 
donnés par les points de rencontre des quatre droites 
précédentes avec les deux nouveaux plans bissecteurs qui 
forment le lieu des points de l'espace également distants 
de Q et de Tun des trois premiers plans. Il peut donc 
y avoir huit points de Tespace également distants de 
quatre plans donnés, et par suite on peut généralement 
construire huit sphères tangentes aux quatre faces d'un 
tétraèdre ^ 

« On voit a priori les positloiu de ânq de ces jerbèrûs qui ezistoot dani 
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THÉORÈME. 

175. Tout plan MN (fig. 128) mené par un point S de 
manière à faire avec un plan donné PQ un angle donné a 
est tangent à un cône de révolution qui a pour sommet 
le point S, pour axe la perpendiculcùre SQ abaissée du 
point S sur le plan PQ, et pour génératrices des droites 
faisant avec Taxe le complément de Vangh donné et. 

En effet, abaissons du pied de SO la perpendiculaire 
OA sur rinterseclion DE des deux plans, joignons SA; 
l'angle SAO mesure l'angle dièdre des plans MN et PQ, il 
est donc égal à a ; si Ton fait tourner le triangle AOS au- 
tour de SO, ce triangle engendrera un cône de révolution ; 
DE perpendiculaire sur OA sera tangente à la circonfé- 
rence de base de ce cône, et par suite le plan MN mené 
suivant DE et la génératrice AS, qui passe par le point de 
contact A, est tangent au cône (155). 

PROBLÈME. 

176. Mener par une droite donnée ab • a'b' (fig. 141) un 
plan qui fasse avec le plan horizontal de projection un angle 
donné a. 

Par un point a. a' de la droite, menons la droite ae« 
a'c' parallèle au plan vertical de projection et faisant avec 
la verticale a.dcf le complément de l'angle donné a; 

tous les cas; les trois autres sont situées dans les angles prismatiques ex- 
térieurs au tétraèdre et ayant pour arêtes les sommets qui remplacent 
les arêtes 'mêmes du tétraèdre. Ces angles sont au nombre de six, mais 
deux à deux ils ont les centres des sphères tangentes à leurs faces déter- 
minées par les mêmes plans bissecteurs. 
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soil c la trace horizontale de celte droite; du point a 
comme centre avec ac pour rayon, décrivons une circon- 
férence ; menons à celle circonférence une tangente fcP par 
la trace horizontale b de la droite donnée ab . a'b' ; le plan 
P^P^, mené par cette tangente et le point a . a\ est tangent 
au cône de révolution qui a pour sommet a . a' et pour base 
la circonférence c a (167) ; il fait donc avec le plan hori* 
zontal Tangle donné a (187). 

Le problème admet deux solutions, une solution ou 
point de solution, selon que a est plus petit que Tangle 
de la droite donnée avec le plan horizontal, égal à cet angle 
ou plus grand. 

PROBLÈUE. 

177. Mener par une droite donnée ab.a'b' (fig. 142) un 
plan qui fasse avec un plan quelconque PaP^ un angle 
donné p. 

Nous résoudrons le problème de la même manière que 
le précédent, à l'aide d'un rabattement du plan PaP^ 

Par un point a. a' de la droite menons un plan vertical 
mnn' perpendiculaire à PaP^, et rabattons ce plan autour 
de sa trace horizontale m n ; l'intersection de ce plan et de 
PaPj sera rabattue en fcw^, le point a. a' en A^, la perpen- 
diculaire menée de A sur le plan PaP^ suivant la perpen- 
diculaire Aj F abaissée de A^ sur hn^ ; si l'on mène par le 
point A^ la droite A^D faisant avec A^E le complément de 
Tangle donné p, DE sera le rayon de la base du cône auxi- 
liaire sur le plan PaP^. Rabattons le plan PaP^ autour de 
sa trace horizontale Pa sur le plan horizontal de projec- 
tion; le point E vient en E^ sur nh à la dislance hE=hE 
de II ; la circonférence de rayon ED, base du cône, se ra- 
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bat en vraie grandeur suivant la circonférence E^m ; le 
point ce' àe rencontre du plan PaP^ avec la droite ab . a'b' 
vient en Ci; la tangente CiT, menée de C^ à la circonfé- 
rence E^ m, est le rabattement de la trace du plan cherché 
sur le plan PaP^ ; cette tangente a sa trace horizontale en 
K sur Pa; le plan RKSB^, déterminé par cette trace E et 
les deux traces b et v' de la droite donnée ab . a'b\ satis- 
fait à la question. 

Le problème admet généralement deux solutions, puis- 
que du point C^ on peut en général mener deux tangentes 
à la circonférence E^ m. 

Au lieu de rabattre le plan PaP^ autour de sa trace ho- 
rizontale Pa, on peut le rabattre autour d'une quelconque 
de ses horizontales. Les constructions sont les mêmes, 
avec cette seule difTérence que, au lieu d'obtenir la trace 
horizontale K d'une droite du plan, on a son point de ren- 
contre avec le plan horizontal de la cKarnière 

178. Remarque. Si d'un point quelconque L de Taxe ra- 
battu Â^E du cône on mène une perpendiculaire LF sur la 
génératrice A^D,LF est le rayon d'une sphère inscrite dans 
le cône. Si on relève le plan mnn\ on a facilement les 
projections I, r du centre, et par suite les projections de la 
sphère ; le plan mené par ab.a' b^ tangentiellement à cette 
sphère est tangent au cône et par suite satisfait à la ques- 
tion. Cette remarque permet de résoudre d'une manière 
simple le problème suivant. 

PROBLÈME. 

179. Mener par un point a • a' (fig. 145) tinplan qui fasse 
avec deux plans donnés PSP^, OyO^ des angles respective^ 
ment égaux à deux angles donnés aet^. 
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Le plan demandé, devant faire avec le plan P^P^ un an- 
gle donné a, est tangent à un cône de révolution déter- 
miné comme il a été dit précédemment (177); il est par 
suite tangent à une sphère inscrite dans ce cAne ; soit og. 
o' c[ cette sphère dont la construction a été indiquée (178). 
Le plan demandé, devant faire avec le plan QXQ^ un an- 
gle donné p, est de même tangent à un cône dont Taxe 
est perpendiculaire à OyOi, et par suite à une sphère 
d . c' X inscrite dans ce cône. La question est donc rame- 
née à mener par le point a.d un plan tangent à deux 
sphères, ou, si l'on joint a . a' à un centre de similitude 
m • m' des deux sphères, à mener par une droite am.a'm' 
un plan tangent à une sphère (107) ; le plan ReR^ obtenu 
d'après ces conditions satisfait à la question. 

Le problème peut admettre quatre solutions, puisque 
par un pojnt on peut mener quatre plans tangents com- 
muns à deux sphères (108). 

APPLICATION AU CAS OU LES PLANS DONNÉS SONT 
LES PLANS DE PROJECTION. 

180. Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan mené 
parle point donné a. a! (fig. 144), sommet commun des 
deux cônes, perpendiculairement à la ligne de terre ; on 
a facilement les rabattements KVb^^ kcc^ des sections faites 
par ce plan dans les deux cônes de révolution à considé- 
rer, et par suite dans les deux sphères inscrites dans ces 
cônes et ayant leurs centres sur les deux plans de projec- 
tion ; en joignant le point A rabattement de a, a! à un 
centre de similitude m de ces sphères, on a une droite du 
plan tangent cherché; cette droite a sa trace horizontale 
en \i sur la charnière \ si Ton mène de ce point une tan- 
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génie ht à la base bl du cône, dont Taxe est vertical; bl est 
une droite du plan tangent cherché, et par conséquent la 
trace horizontale de ce plan ; en menant par le point a . a" 
une parallèle ad .a! d' k cette trace horizontale, on obtient 
un point d' de la trace verticale. 

On voit que le problème peut admettre quatre solu- 
tions symétriques deux à deux par rapport au plan mené 
par a . at perpendiculairement à la ligne de terre (108). 

181 . Mener à une sphère o .'o' (fig* 130) un flan tangent 
qui fasse avec les plans de projection des angles respective- 
ment égaux à deux angles donnés a et 0. 

On peut, pour résoudre ce problème, mener par un 
point quelconque un plan qui fasse avec les plans de pro- 
jection des angles respectivement égaux aux angles don- 
nés (179) et mener à la sphère un plan tangent parallèle 
au plan ainsi déterminé (166) ; mais il est mieux de ré- 
soudre le problème de la manière suivante : 

Circonscrivons à la sphère un cône de révolution dont 
les génératrices fassent avec le plan horizontal l'angle a, 
le plan demandé sera tangent à ce cdne : il aura son point 
de contact sur la circonférence de contact fTtn . m'n' et sa 
trace horizontale tangente à la circonférence sa^ trace ho- 
rizontale du cône. Circonscrivons de même à la sphère 
un cône de révolution dont les génératrices fassent avec 
le plan vertical de projection Tangle donné p, le plan de- 
mandé sera tangent à ce cône ; son point de contact sera 
situé sur la circonférence de contact projetée hori- 
zontalement suivant pq. Un point r .r\ commun aux 
deux circonférences de contact, est le point de contact 
d'un plan tangent qui satisfait à la question; or 
est la projection horizontale de la génératrice de contact 
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correspondante et la trace horizontale h de cette droite 
est un point de la trace horizontale du plan cherché ; il 
suffit pour avoir les traces de ce plan de mener par h unC 
tangente hk à la (race horizontale du premier cône, et 
par le point k où cette droite rencontre la ligne de terre 
une tangente kl à la trace verticale du second cône. 

On peut mener deux cônes circonscrits faisant avec 
chaque plan de projection un angle donné ; les quatre cir- 
conférences de contact donnent huit points de rencontre ; 
le problème admet donc généralement huit solutions. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit 
que la droite p 9 et la circonférence mn se rencontrent, 
c'est-à-dire qu'on ait oc' ^ om ; si Ton désigne par R le 
rayon de la sphère, on a : 

oc=Rcos|3, oin = (2'm'=Rsinoi 
la condition précédente devient donc : 

R cos P < R sin a. 

6in{90* — P)<sin«. 

90*— fJ<«. 

tt+p>90'. 

C'est-à-dire que la somme des angles donnés doit être 
au moins égale à 90^. 



QUINZIÈME LEÇON 



ANGLES TRIÊDEES 



182. Quand on considère dans un angle trièdre les Vrois 
«ngles dièdres et les trois faces, on sait que, trois quel- 
conques de ces six éléments étant donnés, on peut déter- 
miner les trois autres. 

Soient a, i, c les trois faces d'un angle trièdre et A, B, 
C les trois angles dièdres opposés respectivement aux faces 
a, fr, c ; on peut se donner : 

1 ^ Les trois faces a^bjC; 

2"" et Z'^ Deux faces a, b et un angle, l'angle donné pou- 
vant être l'angle C compris entre les faces a et b, ou Tun 
des angles Â et B opposé à Tune d'elles ; 

4^ et 5* Dne face a et deux angles, les angles donnés 
pouvant être les angles B et C adjacents à la face a, ou 
l'angle A opposé à a et l'un des angles adjacents B, C. 

6"" Les trois angles dièdres A, B, C. 

Les trois derniers cas peuvent être ramenés aux trois 
premiers par la considération des trièdres supplémen- 
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laires. Soit par exemple le cas où Ton donne les trois an- 
gles dièdres A, B, C ; les faces du trièdre supplëmenlaire 
sontw — A,ic— B, X— C; dans ce trièdre, dont on connaît 
les trois faces, on pourra, d'après la solution du premier 
cas, trouver les angles dièdres A', B', G ; les suppléments 
7c— A', w— B', ic— C de ces angles sont les faces du triè- 
dre dont on donne les trois angles dièdres. 

Nous donnerons néanmoins une solution directe pour 
chacun des six cas. 

183. Nous allons résoudre d'abord un problème fonda- 
mental auquel nous ramènerons tous les cas. 

On donne une face asb (fig. 145) d'un angle trièdre^ la 
projection se sur cette face de V arête opposée et la distance 
h d'un point M de cette arête projetée en m à la face asb ; 
071 demande de déterminer les éléments inconnus du 
trièdre. 

1^ Pour déterminer l'angle de la face projetée suivant 
asCy rabattons cette face autour de sa sur asb pris pour 
plan horizontal ; le point M se placera sur la perpendi- 
culaire m[t^ à une distance du pied [l^ égale à Thypotënuse 
|jL^ M^ d'un triangle rectangle, dont m[i^ est un côté de 
l'angle droit et dont l'autre tnM^ est égal à la hauteur don- 
née h; sm^c^ est le rabattement de l'arête projetée en «c, 
et par suite asc^ est l'une des faces demandées. 

2® On détermine de la même manière l'angle bsc^ de la 
seconde face projetée suivant bsc. 

5^ L'angle mtx^M^ est formé par les droites \k^my (a^M^ 
perpendiculaires en p^ à l'arête sa dans les faces respectives 
asbyasC; m[^.^}ll^ mesure donc l'angle dièdre formé par ces 
deux faces. 
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i? L'angle ni(A, M, est de même Tangle plan qui mesure 
l'angle dièdre formé par les faces ash^ b$C. 

5"" Pour déterminer Tangle plan qui mesure l'angle 
dièdre formé par les deux faces a^C, b«C, menons un 
plan quelconque perpendiculaire à l'arêle «G ; ce plan a 
sa trace F6 sur dsb perpendiculaire en / à ^c projection 
de Taréte. Soit E le point de l'espace où ce plan est ren- 
contré par Taréte SG ; dans le triangle EFG, Tangle E est 
Tangle cherché. Pour déterminer cet angle, rabattons le 
triangle EFG autour de F6 sur le plan ash ; la droite E/, 
hauteur du triangle EFG (129), se rabattra suivant Is 
perpendiculaire à FG ; elle est égale à la distance du 
point / à Tarète «G, distance qu'on obtient facilement 
en ffi, par le rabattement du plan vertical de sC autouf* 
de sm. 

On peut obtenir également le rabattement du point E 
au moyen des côtés FE et GE, qui sont rabattus en vraie 
grandeur respectivement suivant les perpendiculaires FE^ 
et GE,, menées de F et G sur les rabattements SG^ et SG, de 
la troisième arête. 

PREMIER CAS. 

184. On donne les trois faces (fig. 146). 

Soient asb Tune des faces, asc^y bse^ les deux autres ra- 
battues sur le plan de la première ; sc^ et sc^ sont les ra- 
battements de la môme arête sC de Fespace. 

Soit un point M de cette arête rabattu d'une part en 
m^ sur sc^^ et d'autre part en m, sur sc^, à la distance 
sm,= snii du point s. Si l'on remet les deux faces dans 
leurs positions réelles^ le point M se meut dans des plans 
verticaux menés suivant les droites m^\»^ et imi^respec- 
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tivement perpendiculaires à sa et sb; sa projection sur 
asb est donc le. point m de rencontre de ces droites m^jj-^ 
el niji*,; sm est donc la projection de l'arête «C sur la 

face asb. 

Pouf avoir la distance du point M au plan asb^ rabat- 
tons le plan vertical [t^iiM autour de ix^m sur le plan asb; 
le point M vient en M^ sur la perpendiculaire mM^ k \t^m 
et à une distance de ^ égale à \L^m^] mM^ est la hauteur 
cherchée *. 

DEUXIÈME CAS. 

185. On donne deux faces et V angle dièdre compris 

(fig.147). 

Soient asb l'une des faces données, bsc^ la seconde ra- 
battue sur le plan de la première et faisant avec elle un 
angle donné a. Pour figurer cette donnée', menons un 
plan perpendiculaire en ^ à sb^ et rabattons ce plan 
autour de m\k^ sur le plan Ide la face asb; la trace de la 
face bsC sur ce plan sera rabattue suivant (jl,M, faisant 
avec m[jL, Tangle donné a. Cette trace est rabattue d'un 
autre côté sur bsc^ suivant (ji^m^ prolongement de m^jL, ; 
le point M où cette trace rencontre Parèle sC est rabattu 
en m, sur \f^m^; il se rabattra donc sur (ji^M, en un point 
M, distant de [i^ d'une longueur (i^M,=p, m,; si Ton abaisse 
la perpendiculaire M, m de M, sur \>^m et si on relève le 

* La construction d'un trièdre dont on connaît les trois faces reyient & 
déterminer une génératrice commune à deux cônes de révolution qui ont 
même sommet. Ce problème est un cas particulier de l'intersection de 
deux surfaces de rëyolution dont les axes se rencontrent; les constructions 
efTectuécs sont en réalité celles auxquelles conduit la solution générale de 
ce problème, car les droites tn^l^.^m, m^ft^ peuvent être considérées comme 
les projections horizontales des deux circonférences suivant lesquelles les 
deux cènes sont coupés par une sphère auxiliaire de rayon $m et ayant 
pour centre le point s. 
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plan tnii^M^Y on voit que m est la projection sur asb d'un 
point M de Tarête ^C ; smc est donc la projection de Taréte 
«C. U^m est la distance du point M de celte arête à la face 
asb (183). 

TR0IS1È3IE CAS. 

186. On donne deux faces et V angle dièdre opposé à 
rtine d'elles (Cig. 148). 

Soient asb l'une des deux faces données et bsc^ la se- 
conde rabattue sur le plan de la première; l'angle donné 
a est l'angle opposé à cette dernière face ; pour figurer 
celte donnée, concevons un plan perpendiculaire à sa 
mené par un point quelconque p de cette arête ; ce plan 
coupe la face asb suivant pq perpendiculaire à sa, la 
troisième face inconnue asC suivant une droite qui fait 
avec pq l'angle donné a; dans le rabattement du plan au- 
tour de pf, cette intersection se rabat suivant la droite 
pr qui fait avec pq Tangle a. On remarquera que, dans 
ce rabattement, tout point de la Tace asC projeté sur pq 
se i*abat sur pr. Proposons-nous de déterminer l'angle 
dièdre compris entre les deux faces données asb^ bsc^ ; 
menons pour cela un plan quelconque perpendiculaire à 
Taréte sb de cet angle dièdre ; il coupe la face asb suivant 
e/* perpendiculaire à sby\a face bsC suivant une perpen- 
diculaire à sb rabattue suivant fg prolongement de ef; 
l'angle efG formé dans l'espace par ces deux perpendi- 
culaires est l'angle cherché ; pour le déterminer, rabat- 
tons le triangle efQ autour de ef sur asb; le point 6, dont 
la distance au point fesl fg, se placera sur un arc de cer- 
cle décrit du point f comme centre avec fg pour rayon. 
Cherchons le rabattement du côté eG, qui contient aussi 
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le sommet 6; considérons le point de ce cAté projeté en / 
où ^/* rencontre p9; ce point dans le rabattement de pqr 
est rabattu en L^ sur pr : il est donc à une distance de 
asb égale hLJ; dans le rabattement de efG autour de ef^ 
il se placera en Lt à la distance Li 1=1^1 de / sur la per- 
pendiculaire LJ à ef:e\jt est donc le rabattement du 
c6lé eGi du triangle efOc. Soit 6^ un de ses points de 
rencontre avec Tare fg : e&J est le rabattement du trian- 
gle efGr de l'espace; par suite efd^ est Tangle compris entre 
les deux faces données. Le point 6^ a pour projection g^ 
sur asb : sg^ est donc la projection de Tarète sC sur 
asbj et 6|9i est la distance d'un point G de Taréte à cette 
face (176). 

La droite ^L, rencontre l'arc de rayon fg en un second 
point G,; à ce point correspond une arête projetée sui- 
vant sg^ qui détermine un second triédre satisfaisant à la 
question. 

Pour que les points de rencontre G^,G, donnent chacun 
une solution, il faut quils soient situés sur éi^ et non sur 
son prolongement ; en effet, tout point situé sur le pro- 
longement de eh^ correspond à un point situé au-dessous 
du plan asbj et par conséquent le plan déterminé par ce 
point et l'arête sb fait avec la face asb le supplément de 
l'angle donné a. 

Pour que le problème soit possible, il faut que éL^ ren- 
contre la circonférence f§G^ ; lorsque e\ est tangent à 
cette circonférence, le problème n'admet qu'une solution ; 
le plan mené par ^L, et sa est alors tangent au cône de ré- 
volution engendré parsC tournant autour de sfr(155); par 
suite, ce plan est perpendiculaire à bse : le triédre est donc 
dans ce cas un triédre rectangle. 
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QUATRIÈME CAS. 

187. (hi donne une face et les angles dièdres adja- 
cents {ûg. 149). 

Soit asb la face donnée et soient kir = a, mnp = 6 les 
deux angles dièdres adjacents représentés comme dans le 
cas précédent au moyen de deux plans perpendiculaires à 
sa et sb. Pour déterminer l'intersection des deux faces in- 
connues, coupons-les par un plan horizontal auxiliaire 
quelconque ; la trace de ce plan sur le plan vertical mnp 
est rabattue suivant ed parallèle à mn ; son intersection 
avec le plan de la face bse est parallèle à sfr et a pour trace 
sur le plan vertical mnp le point g commun aux traces ver- 
ticales des deux plans : go parallèle à bs est donc la pro- 
jection horizontale de cette intersection. On obtient de 
même la projection horizontale oh de l'intersection du 
môme plan auxiliaire avec la face asC^ en observant de 
prendre la trace fh de ce plan à la môme distance de ir 
que ed de mn; le point o« commun aux deux projections og, 
oft, est donc la projection d'un point de la troisième arête, 
qui par suite est projetée suivant so. La hauteur au-des- 
sus de asb du point projeté en o est égale à gt^ distance du 
plan auxiliaire à la face asb (126). 

CINQUIÈME G48. 

188. On donne une face et deux angles dièdres dont Vun 
opposé à la face (fig. 150). ^ 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan de la 
face inconnue qui fait avec la face donnée un des angles 
donnés a et pour plan vertical un plan perpendiculaire à 
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Tarêle sa de cet angle ; la face donnée est rabattue suivant 
asb sur le plan horizontal ; la trace verticale aJ^ du plan 
de cette face fait avec la ligne de terre l'angle a ; le point 
b^ de Parole sb rabaltu en b sur la ligne de terre a pour 
projection horizontale d : sd est donc la projection hori- 
zontale de Varète rabattue en sb^ et b^d est la distance d'un 
point &^ de cette arête à la face horizontale. Il reste à me- 
ner par l'arête ainsi déterminée un plan faisant avec le 
plan horizontal le second angle donné ^; il suffit pour 
cela (176) de construire la base rfed'un cône de révolution 
ayant b^ pour sommet, b^d pour axe, et dont les généra- 
trices fassent avec b^ d le complément de l'angle donné g, 
puis de mener du point s une tangente à cette base : le 
plan mené par le point b^ et cette tangente est tangent au 
C(5ne de révolution ainsi déterminé et fait par suite avec 
le plan horizontal l'angle p. 

La tangente doit être menée de manière que ce soit Tan- 
gle donné et non son supplément qui fasse partie du triè- 
dre. 

SIXIÈME CAS. 

189. On donne les trois angles dièdres (fig, 151). 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan 
d'une face, et pour plan vertical un plan perpendiculaire 
à une arête sa de celte face : la trace verticale ap de la face 
adjacente menée suivant cette arête fait avec la ligne de 
terre un des angles donnés a. La troisième face fait avec 
les deux premières les angles donnés P et y; elle peut 
être menée d'ailleurs par un point quelconque. Proposons- 
nous de la mener par un point o.o' du plan vertical de 
projection (179). Nous construirons un cône de révolution 
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o'om ayant ce point pour sommet, et dont les génératrices 
fassent avec le plan horizontal Tangle ^ ; la trace horizon- 
tale du plan cherché sera tangente à la base om de ce cdne. 
Nous construirons un second cAne de révolution ayant ce 
même point pour sommet, et dont les génératrices fassent 
avec le second plan sap TanglcY ; il suffit pour résoudre 
la question de mener du point o • o' un plan tangent com- 
mun à ces deux cônes de révolution. Nous inscrirons dans 
ces deux cônes deux sphères apnt leurs centres aux 
points et c' de rencontre des axes avec la ligne de terre ; 
le plan cherché passe par un centre de similitude d de ces 
sphères ; ce point étant sur le plan horizontal, il suffit de 
mener une tangente ei à la base du premier cône pour 
avoir la trace horizontale du plan cherché ; la trace verti- 
cale passe d'ailleurs par le point o' : le plan est donc déter- 
miné. La projection horizontale de Taréte, intersection de 
ce plan et de la face sap^ est «/, et //' est la hauteur d'un 
point de cette arête au-dessus de la face horizontale asd. 

190. Remarque. Nous avons pris pour le plan tangent 
aux deux sphères le centre de similitude inverse, parce 
que nous avons supposé l'angle donné y aigu ; en prenant 
le centre de shnilitude directe , Tangle aigu formé par le 
plan tangent aux deux sphères eût été extérieur au f riè- 
dre et nous aurions eu l'angle intérieur égal à w — y- 

La seconde tangente menée à la base du cône donnerait 
un second trièdre symétrique du premier. 

190. Relations qui doivent exister entre les données d'un 
trièdre pour qu'on puisse le construire. 

Preioer cas. Considérons le trièdre donné par ses trois 
faces (fig. 152) ; le plan de asb est pris pour plan de pro- 
jection ; asc^^ bsct sont rabattues sur ce plan ; les deux 

iu 
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premières forment des angles obtus et la troisième un 
angle aigu. Pour construire le trièdrc il faut faire tourner 
asc^^ autour de as^^bsc^ autour de bs, de manière que les 
droites sCjjSCj coïncident; Tangle asc^ èlant obtus, $c^ 
décrit la surrace d'un cône de révolution qui a pour 
axe sa^ prolongement de sa, et dont les génératrices font 
avec l'axe l'angle %— p ; se, décrit la surface d'un cône de 
révolution qui a pour axe sb, et dont les génératrices font 
avec Taxe l'angle y ; les axes de ces deux cônes font entre 
eux Tangle bsa^=zr. — a ; pour que le problème soit pos- 
sible, il faut que ces deux cônes se coupent, et par suite 
que l'angle des deux aies soit plus petit que la somme des 
angles des deux cônes et plus grand que leur diCférence. 
Il faut donc que l'un ait 

ou , P < « + T, 

c'est-à-dire qu'une face soit plus petite que la somme des 
deux autres ; 

S» ir — a>^— (,r — p), 

OU « + P + T < 2», 

c'est-à-dire que la somme des trois angles doit être plus 
petite que quatre angles droits. 

Reharqoe. Nous avons pris les données telles qu'elles ne 
supposent remplie aucune des conditions trouvées. C'est 
une précaution qu'il faut prendre quand on discute un 
pi^lème de géométrie et que Ton veut éviter d'examiner 
toutes les formes que peut prendre la figure, lorsqu'on fait 
varier les données; mais il faut surtout éviter de tirer 
des conclusions générales d'un exemple particulier dont 
les données sont prises au hasard ; ainsi dans le cinquième 
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cas de résolution des angles trièdres (188) avec lès données 
de la question, la construction indique une seule solution 
possible, tandis que si l'on résout le même problème par 
le trièdre supplémentaire, on est ramené à construire un 
trièdre dont on connaît deux faces et l'angle dièdre opposé 
à lune d'elles, problème qui peut admettre deux solu« 
tiens (186) ; cela tient à ce que, dans l'exemple considéré, 
on a rapposé les angles dièdres donnés aigus ; leurs sup- 
pléments sont obtus et, avec ces données, la construction 
du trièdre supplémentaire n'indique en effet qu'une solu- 
tion. 

Deuxième cas. Les constructions eOectuées (185) mon- 
trent que dans ce cas les constructions sont toujours pos- 
sibles. 

Troisième cas. Soient a et c les deux faces données re» 
présentées par bsc^ et bsa (fig. 148) et a l'angle dièdre Ipr 
dont Taréte est sa opposée à a ; pour que le problème soit 
possible, il faut que le cône engendré par se,, tournant au- 
tour de «fr, rencontre la face opposée menée par <a, et fai- 
sant l'angle a avec asbj ou, ce qui revient au même, que 
toute sphère inscrite dans le cône soit rencontrée par cette 
face. Soit k le point de rencontre de l'axe sb avec py ; le 
rayon de la sphère inscrite dans le cône qui a pour centre 
ce point k est la perpendiculaire fch, menée de ks sur la 
génératrice sc^; la distance de ce même point à la face 
opposée est la perpendiculaire kt, menée de k sur pr; il 
faut donc que Ton ait 

hh^kt; 
cr kh=^$ksînay &t = pfc sin ft=sA; sine lin «* 

L'inégalité précédente devient donc 

sinaS^sincsino* 
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A la limite, le trièdre devient rectangle et l'on 

sina=siDr sina. 

Pour que le problème admette deux solutions , il faut 
que le cône décrit parTaréte sc^ coupe la face opposée sui- 
vant deux droites situées d'un même côté de sa: il faut 
donc que Ton ait bsc^ < bsa ou a <c. 

Quatrième cas. Nous avons vu (187) que dans ce cas les 
constructions sont toujours possibles. On sait du reste que 
le trièdre supplémentaire (deuxième cas) est toujours pos- 
sible. 

CiNQUiÈsfE CAS. Soient a et y les angles dièdres donnés 
et a la face opposée à a ; pour que le trièdre supplémen- 
taire, et par suite le trièdre proposé, soit possible, il faut, 
d après ce qui a été dit pour le troisième cas, que Ion 
ait 

«in (ir — a) 5 sin (w — y) sin (ir — a), 
ou sin a ^ sin 7 sin a. 

Sixième cas. Soient a, p, y les trois angles dièdres don- 
nés ; les faces du trièdre supplémentaire sont w— a, % — p, 

w — y; on doit donc, d'après ce qu'on a obtenu pour le pre- 
mier cas, avoir les conditions : 

1* ic — a<w — P + ic — Il 

2» « — a+ir — p + w— Y< 2v; ^ 

oui» • flt4.,r>P+^; 

2* «+PH-Y>«. 

U faut donc que chacun des angles augmenté de deux 
angles droits soit plus grand que la somme des deux autres, 
et que la somme des trois angles soit plus grande que deux 
angles droits. 
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PROBLÈME. 

191. Réduire à rhorizon F angle de deux droites. 

On a mesuré dans Tespace Tangle y dé deux droites A 
et B et les angles a, ^que ces droites font respectivement 
avec la verticale qui passe par leur point de rencontre ; on 
demande de déterminer l'angle formé par les projections 
des droites A et B sur un plan horizontal. 

Soit se (fig. 1 53) la verticale qui passe par le point de 
rencontre de A et B ; coupons par un plan horizontal BCA 
les plans verticaux projetants des deux droites : Tangle BCA 
formé par les deux intersections C6 etCA est l'angle de- 
mandé ; cet angle mesure l'angle dièdre ASCB ; on a donc 
à construire un angle dièdre d'un trièdre dont on connaît 
les trois faces. On peut appliquer à ce cas la construction 
générale (195) ; mais on obtient plus simplement le résul- 
tat de la manière suivante. 

Prenons pour plan vertical de projection le plan vertical 
déterminé par SB (fig. 154) et pour ligne de terre une per- 
pendiculaire quelconque xy menée dans ce plan à la verti- 
cale se ; la droite SB sera projetée horizontalement suivant 
CB sur la ligne de terre. 

La projection horizontale de la seconde droite SA fait 
avec xy Tangle demandé. 

Supposons' cette droite rabattue d'une part en SA^ au- 
tour de se sur le plan vertical , d'autre part en SA, 
autour de SB sur le même plan : on voit que dans l'es- 
pace cette droite est une génératrice commune à deux 
cônes de révolution,run engendré par SA^ tournant autour 
de se, Tautre par SA. tournant autour de SB. Coupons ces 
deux cônes par une sphère de rayon quelconque ayant 
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pour centre S ; cette sphère coupe le premier cône suivant 
la circonférence tnn.mV, le second cône suivant la cir- 
conférence projetée verticalement en rT ; le point p', com- 
mun aux projections verticales des deux circonférences, 
donne la projection horizontale p située sur mn; Cp est la 
projection horizontale de la génératrice SA commune aux 
deux cônes, et Tangle pCB est Fangle demandé. 

Cette construction s^applique également au cas où Tune 
des droites données est horizontale. 

PROBLÈME. 

192. Mener par le point de rencontre de deux droites X 
et B une troisième droite C qui fasse avec les deux premières 
des angles respectivement égaux à deux angles donnés a 
etf^. 

V Si les droites données A et B sont dans un plan hori- 
zontal, on a à construire sur ce plan la projection de la 
troisième arête d'un trièdredont on connaît les trois faces. 

2^ Si les droites A et B sont dans un plan quelconque, 
ou rabattra ce plan autour d'une de ses horizontales; on 
construira sur ce plan, comme dans le cas précèdent, la 
projection de Tarôfe opposée du trièdre formé par A, B et 
Tarète cherchée, et Ton déterminera la distance d'un point 
de cette arête au plan horizontal du rabattement. On 
cherchera les projections du point considéré quand on re- 
mettra la figure dans sa position réelle, et Ton joindra les 
projections de ce point à celles du point de rencontre des 
droites. 

Soient sa.s'a^sb.s'b' (fig. 156) les deux droites don- 
nées ; rabattons le plan de ces droites autour de son hori- 
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zontale mn.m'n'; le point s. s' viendra en s^ et les deux 
droites seront rabattues en s^m et s^n; menons dans ce 
plan les droites s^c^ et s^c^ faisant avec s^m els^n les angles 
donnés a et P; construisons sur le plan ms^n le pied r de 
la perpendiculaire abaissée d'un point R de la droite cher- 
chée rabattu en r^ et r,, et construisons la vraie grandeur 
R^r (184) de cette perpendiculaire; ramenons le plan 
ms^n dans sa position première et rabattons autour de 
l'horizontale rg le plan vertical que décrit le point r, et 
dans lequel se trouve rR ; r se rabattra en r,, rg suivant 
r,9, et la perpendiculaire rR suivant R,Rt perpendiculaire 
^ ^«9 ^^ égale à R^r ; si du point Ri on abaisse la perpen- 
diculaire Rap sur rg, p est la projection horizontale d'un 
point de la droite cherchée. 

Ce point a sa projection verticale p' à une distance de 
m'n' égale à Rtp; sp^s'p' sont donc les projections de la 
droite cherchée. 

PROBLÈME. 

193. Mener une droite qui rencontre deux droites don- 
nées A et R (fig. 157) et qui fasse avec ces droites des 
angles respectivement égaux à deux angles donnas a et 0. 

Par un point quelconque M de A menons une droite MB^ 
parallèle à B et construisons, comme il a été dit dans le 
problème précédent, une droite C passant par M et faisant 
avec A et MB^ des angles respectivement égaux aux angles a 
et ^ ; une droite DE parallèle à G et s'appuyant sur A et B 
satisfera à la question. 



EXERCICES 



DISTANCE DE DEUX P01^TS. 

1. On donne trois droites A, B ^^ C (fig. 158), dont 
Vune C rencontre les deux autres respectivement en M et 
N : on demande de construire un paraUélipipède équilatéral 
ayant trois côtés dirigés suivant ces droites. 

Solution. La partie MN de la droite C comprise entre 
les points M et N, où elle rencontre A et B, est un côté du 
paraUélipipède cherché. On déterminera donc la vraie 
grandeur de MN ; on portera cette grandeur de M en P 
sur A; le parallélogramme NMPQ construit sur NM et 
MP sera une face du paraUélipipède* On portera cette même 
grandeur de N en R sur 6, et Ton mènera des sommets 
M, P, Q des droites ML, P6 et QF égales et parallèles à 
NR : on aura ainsi tous les sommets du paraUélipipède 
cherché. 

ExÉconoif. Soient A.A', B.B', C.C (fig. 159) les trois 
droites données, m . m% n . n' les points oixC.C rencontre 
A.A' et B.B' ; le rabattement du plan vertical projetant 
de mn.m'n' sur le plan horizontal donne en M^N^ la vraie 
grandeur du côté mn.m'n' du paraUélipipède. Cette gran- 
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deur a été portée de m. m' en p. p' sur A . A', au moyen d'un 
mouvement de rotation autour de la verticale qui passe par 
m . m'; dans ce mouvement, la trace horizontale h de A . A' est 
devenue h^ projetée verticalement en h\ ; la distance MM' a 
été portée de m' en p\ et le point p\ a donné la projection 
verticalep' du point cherché j^.p', au moyen delà parallèle 
p\p' à la ligne de terre. 

On peut donc construire le parallélogramme mnpq. 
m'n'p'qf. 

La grandeur M^N^ a été portée de n . n' en r . r' sur B . B', 
au moyen d'un mouvement de rotation autour de la ver- 
ticale qui passe par n .n' ; un point s. s' de cette droite est 
devenu b^^8\\ la distance M^N^, portée sur n'«\, adonné 
r'j, d'oî'i Ton a déduit les projections fjf' de l'extrémité de 
Taréte nr.n'r^\ les sommets /. Pig^g'elf.f ont été obtenus 
en menant les arêtes mLm'l\ pg.p'g' et qf.q'p égales et 
parallèles à nr . n'r'. 

Il suffit alors de joindre les sommets de la face opposée 
kmnpq.m'n'p'if. 

Remarque. La distance M^N^ peut être portée de deux 
côtés diflérents sur chacune des droites A et B, à partir 
des points de rencontre avec C ; le parallélipipède de- 
mandé peut donc occuper quatre positions diflërentes dans 
l'espace. 

DROITES ET PLANS PARALLÈLES. 

2. Mener par quatre points donnés A, B, C et D (fig. 160) 
quatre plans parallèles équidistants. 

Solution. Soient M, N, P, Q les quatre plans demandés 
menés respectivement par A, B, C et D. Joignons les points 
A et Dt qui sont dans les plans extrêmes ; la droite AD est 
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partagée en trois parties égales aux points E et F, où elle 
perce les plans N et P ; ces points E et F sont donc dé- 
terminés, et par suite on connaît une droite EB du plan N 
et une droite CF du plan P. Si par le point E du plan N 
on mène une parallèle à CF, cette parallèle est aussi située 
dans le plan N, qui se trouve ainsi déterminé par deux 
droites BE et EG. 

Exécution. Soient a.a\ b,b% e.e'jd.d' (Gg. 161) les 
projections des quatre points donnés; soient e.^, f.ples 
projections des points qui partagent la droite ad. a! d'en 
trois parties égales ; eb.e'V est une droite du plan N, et la 
parallèle eg.e'^ menée de e.ef kcf.&f est une seconde 
droite de ce plan, dont il est alors facile de déterminer les 
traces np, pn^. Le plan P a ses traces pY» YPi parallèles à 
celles du plan N, et elles passent par les traces helv' delà 
droite cf. c'p située dans ce plan. 

La distance Py des points p et Yi où les plans N et P ren- 
contrent la ligne de terre, étant portée de p en a et de y 
en l sur cette ligne, on a les points a et 8 des plans M et Q. 

Remarque. Nous avons supposé les deux points A et D 
situés dans les plans extrêmes. On peut considérer deux 
quelconques des quatre points donnés comme devant être 
situés dans ces plans , ce qui donne six combinaisons ; 
dans chacune de ces combinaisons on peut changer l'ordre 
des deux points intermédiaires, de sorte que le problème 
admet douze solutions. 

HITERSECriONS DE PLANS. 

3. On donne une pyramide dont la (a^^abcdefgh (fig. 162) 
est un octogo)ie régulier $Uué sur le plan horizontal de pro^ 
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iection; Pun des sommets a de cette base est sur la ligne de 
terre et le diamètre ae du cercle circonscrit à la base estper^ 
pendiculaire à cette ligne ; le sommet s' d^ la pyramide est sur 
la verticale qui pusse par le sommet a de la base. — On coupe 
le solide par un plan mené par la ligne de terre perpendicur 
lairementà V arête opposée s'e: on demande les projections et 
la vraie grandeur du polygone dHntersection. 

Solution. On emploiera un plan auiiliaire perpendi- 
culaire à la ligne de terré, et Ton aura immédiatement 
sur ce plan les projections de fous les sommets de Tin- 
lersection. 

ËxÉGDTioiY. Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan 
mené suivant ae perpendiculairement à la ligne de terre ; 
le sommet aura sa nouvelle projection s^ sur xy perpen- 
diculaire à 0^ à la distance s!*a=^s^a de la nouvelle ligne 
de terre ae; les sommets & et A de la base seront projetés 
au même point V de ae^ et les arêtes ab.s'b\ ah.sfV au- 
ront même projection sfV\ les arêtes ac.s'cf^ ag.s^gf 
seront de même projetées en tfif \ les arêtes ad.s'V^ 
af.s'h' suivant ^(f , et ae.ifa suivant 9!'e; le plan sécant 
à sa trace verticale am perpendiculaire à la projection ver- 
ticale ^e deFarête opposée à la ligne déterre. 

Les projections auxiliaires des sommets du polygone 
d'intersection sont aux points de rencontre des projections 
auxiliaires des arêtes avec la trace am du plan sécant ; 
considérons l'un quelconque de ces sommets, celui qui se 
trouve sur ac .^c" ; ce point est projeté en r^ sur le plan 
auxiliaire au point de rencontre àe sf(f avec am; de la 
projection f on déduit la projection horizontale r sur se 
et la projection sur le premier plan vertical en r' sur 
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Remarque I. La construction générale pour déterminer 
les projections verticales des sommets ne s'applique pas 
à celui qui est sur l'arête ae.s'a perpendiculaire à la ligne 
de terre. La projection verticale auxiliaire montre à quelle 
hauteur se trouve ce point au-dessus du plan horizontal 
de projection, et par suite à quelle distance de xy se trouve 
sa projection sur le premier plan vertical. 

Vraie grandeur de la sectioiv. Pour avoir la vraie gran- 
deur de la section, on rabattra le plan sécant autour de la 
ligne de terre xy sur le plan horizontal de projection. Cher- 
chons encore ce que devient un sommet quelconque r . f 
dans ce rabattement. Ce point décrit un arc de cercle au- 
tour du pied p de la perpendiculaire abaissée sur la ligne 
de terre comme centre, avec un rayon projeté en vraie 
grandeur suivant ai^ sur le plan auxiliaire ; on obtient 
facilement le rabattement R de ce point ; on a de même 
les rabattements de tous les autres sommets. 

Remarque IL Si Ton considère un cdté rp.r'p' du poly- 
gone d'intersection et son rabattement RP,ces deux droites 
prolongées rencontrent la ligne de terre au même point a ; 
car la droite rp.r'p' de l'espace, étant située dans un plan 
mené par la ligne de terre, rencontre cette ligne en un 
point a, qui est sa trace horizontale, et dans le mouvement 
autour de rotation de xy le point a ne bouge pas. 

La trace horizontale cd de la face acd^ dans laquelle se 
trouve rp, passe aussi parce point a, caria trace horizon- 
tale cd rencontre la trace horizontale xy du plan sécantsau 
pointa, qui est la trace horizontale de l'intersection. On a 
donc cinq droites : cd, RP, rp^ xj/, r'jp', qui concourent au 
même point a. 
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Il en est de même pour les autres côtés du polygone 
dMntersection. 

Cette remarque permet de construire les résultats d'une 
manière plus rapide que parla construction directe. 

« 

IKTERSECTION d'uN PRISME PENTÀGONAL RÉGULIER DONT UNE FACE 
LATÉRALE EST SUR LE PLAN HORIZONTAL DE PROJEQnON ET 
d'un PLAN QUELCONQUE. 

4. Solution. On prendra un plan vertical auxiliaire per- 
pendiculaire au plan sécant; on cherchera sur ce plan la 
projection du prisme et la trace du plan sécant, et Ton 
aura immédiatement sur ce plan les projections auxiliaires 
des sommets de l'intersection. 

ExÊGimoN. Soient àbcedj dVd ffdl (fig, 163) les projec- 
tions d unebasedu prisme, a^hiC^^e^à^^ o! ih\(f ^e\d\ celles 
de Tautre, et P/P^ le plan sécant. Prenons x^y^ perpendi- 
culaire à P/ pour nouvelle ligne de terre; la trace du 
plan donné PIP^ sur ce plan auxiliaire est a'P,, les arôles 
aa^.a'if^y b\.b'b\ se projettent suivant x^y^\ cc^.c'&^^ 
id^.d'd\ suivant c'c'^, et ee^.^ef^ suivant d'ef^ ; les som- 
mets de rinterseclion sont projetés en a , y, e' ; à ot^ cor- 
respondent les projections a, a\ et 3) P' ; à y' les projections 
Y»t'> \ ^> ^^ ^ ** ^^ projections e, e'. On a donc pour les pro- 
jections de l'intersection cherchée ap^eî, of^'^'t'V. 

Le résultat est représenté en supposant enlevée la partie 
du prisme qui est en avant du plan. 

INTERSECTIONS DE DROITES ET DE PLANS. 

5. Ondmne six fointBVL^ N, P, Q, R, S (tig. 164) Bituis 
sur les arêtes d^un tétraèdre : on demande de construire les 
pri^eetions du tétraèdre. 
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Solution. Supposons que R, Q, S appartiennent au plan 
d'une face ABC, et que M, N, R appartiennent au plan 
d une seconde face DAB ; si Ton joint MN, cette droite ren- 
contre le plan des trois points R, Q, S en un point E, qui 
appartient à l'arête AB de la pyramide ; la direction de 
cette arête est donc déterminée par les deux points E et R ; 
la direction de AG sera de môme donnée par le point Q et 
un second F, où le plan RQS est percé par la droite MP; 
enfin la direction de BG est donnée de la même manière 
par le point S et le point G, où le même plan RQS est ren- 
contré par NP. 

11 suffit donc, pour avoir les côtés AB, AC, BG d'une face 
du tétraèdre, de chercher les points où le plan RQS de trois 
des points donnés est rencontré par les droites qui joignent 
les trois autres points deux à deux. Les droites qui joi- 
gnent les points de rencontre aux points R, Q, S sont les 
côtés d'une face du tétraèdri ; les droites qui joignent les 
sommets de ce triangle aux points M, M, P déterminent les 
autres arêtes. 

ExÉcOTioK. Soient m. m', n.n'y p*p\ q.tjfj r.r% s.sf 
(fig. 165) les projections des six points donnés. — Le point 
e.e'^ où la droite mn . mV perce le plan des trois points 
q.qfyT.f^^s.tfy a été déterminé au moyen de Tintersec- 
tion o^.a^^' du plan vertical projetant de cette droite avec 
le plan des^ trois points q.(f^r.f^^8.8\ considéré comme 
déterminé par les deux droites sq.$'q\ sr.s'r' (97); 
er . ér' donne un premier côté d'une face ; le point f. f , où 
la droite mp .m' p' perce le même plan, a été déterminé au 
moyen de Tintersection y'-y'*' ^^ P'^" vertical projetant 
de cette droite avec ce plan considéré comme détermine 
par les deux droites rq . K j', rs . r^s' ; fq . fq^ est un second 
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côté de la face des mêmes points. Enfin le point 9 . 9^, où 
.la droite np.n'p' perce le même pian, a été déterminé au 
moyen de l'intersection sC • eX du plan vertical projetant 
de celle droite avec le plan des points q.q\ry^s.8\ con- 
sidéré comme déterminé par les deux droites qr.qfr', 
qs.ifs'; gP'Ç^p' donne le troisième cété de la face consi 
dérée ; les trois directions obtenues se coupent aux points 
a.a^jb.VjC. c\ qui sont des sommets du tétraèdre cherché. 
Ces trois points, étant joints respectivement aux points 
m . m^ n.n\ p .p\ concourent en un même point d • d\ qui 
est le quatrième sommet du tétraèdre. 

Remarque. Le problème admet quinze solutions dif- 
férentes^ suivant les manières dont on groupe trois à trois 
les points donnés pour former les faces de la pyramide ; 
il importe donc d'indiquer dans Ténoncé de la question 
quels sont les points qui doivent appartenir aux mômes 
faces. 

raTEBSECnON DE DEUX POLYÈDRES. 

6. On donne deux pyramides ayant toutes deux pour 
base commune un hexagone régulier abcdef (fig. 166) situe 
dans le plan hori%ontal de projection ; Vune de ces pyramides j 

* Le nombre des oonUmiâisons de 6 points trois à trois est 

6x5x4 



1.2.3 



=ao; 



en prensnt 3 points pour déterminer le pbn d'une face» les 5 autres points 
donnent encore S combinaisons différentes : on obtient donc SOxS com- 
binaisons ; mais, en raisonnant de cette manière, le plan de 3 points est 
pris pour chacune des 4 faces de la pyramide, et par suite chaque solu- 
tion est considérée quatre fois. On a donc en réalité 

60 

-«- = 15 solutions. 

4 
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qui a son sommet ens.s^ est régulière ; Vautre a son sommet 
I . r dans le plan vertical projetant de F arête sb . s' b' : on 
demande les projections de Fintersection des deux pyra- 
mides et le développement de la surface latérale de la pyra- 
mide régulière. 

Construction. Les arêtes latérales sb . s'b' et le.l'e\ situées 
dans un même plan vertical, se coupent en un point dont 
la projection verticale est m' et la projection horizontale 
m; les faces sab.s' a'b' et bef.b'e'f des deux pyramides 
se coupent suivant une droite dont m. m' est un point et 
dont on obtient un second point en prolongeant les traces 
horizontales ba et efies deux faces, jusqu'à leur point de 
rencontre h; la partie mn.m'n' de celte intersection, limi- 
tée à Parête sa . s' a' de la pyramide régulière, est un côté 
du polygone d'intersection; au point n.n\ l'intersection 
passe de la face sab.sfa'V de la pyramide régulière sur la 
face saf.s'a'p; Tintersection de cette face et de la face 
lef. l'e'pàe l'autre pyramide est déterminée par deux points 
n.n' et f.f. Les deux pyramides sont supposées limitées 
au plan horizontal de projection ; il n'y a donc pas lieu de 
chercher la partie de Tintersection située sur les prolon- 
gements des faces. 

Le plan vertical mené par Ise est un plan de symétrie 
par rapport aux deux pyramides ; on construira donc 
facilement par symétrie la seconde partie mpd de la pro- 
jection horizontale de Tintersection, et on déduit facile- 
ment la projection verticale correspondante. 

Remarque* Les points projetés horizontalement en n et 
p sont symétriques par rapport à un plan vertical ; leurs 
projections verticales n' et p' sont donc sur une même pa^ 
rallèle à la ligne de terre. 
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Les points m. m' y p,p' et d.d\ situés dans la face 
Ide.Vd'ef^ menée suivant ed perpendiculaire au plan 
vertical de projection, ont leurs projections verticales 
m', p\ d' situées en ligne droite sur la trace verticale 
Vd' de ce plan. 

Ponctuation. En projection horizontale, les traces ofr, 
oc de deux faces de la pyramide régulière sont cachées 
par l'autre pyramide, ainsi que les portions an^ bm et 
cp des arêtes latérales comprises entre leurs traces ho- 
rizontales et les points où elles percent lautre pyramide ; 
la partie Im de «(, quoique cachée, est représentée 
en ligne pleine, parce que $b représente aussi la pro- 
jection horizontale d'une partie de Varète leA'ef qui est 
vue. 

Sur le plan vertical, n'a^ projection verticale d'une par- 
tie de Taréte sa . « V, engagée dans la pyramide irrégulière, 
est cachée ; mV, projection verticale de la portion me .mV 
de Taré te le . /V, engagée dans la pyramide régulière, est 
également cachée. 

DivELOPPEiTENT. La pyramide régulière a été ouverte 
suivant Taréte se.s'ef (Gg. 167) ; les six faces latérales sont 
des triangles isocèles identiques ayant tous pour base un 
côté de Thexagone qui sert de base commune, et pour 
longueur des côtés égaux $' ^', longueur d'une arête laté- 
rale ; on obtient donc facilement le développement de la 
surface latérale de la pyramide régulière en décrivant Tare 
d'un secteur avec s'^' pour rayon, en portant six fois sur 
cet arc une corde égale au côté de l'hexagone de base et 
en joignant le centre aux sommets de la ligne polygonale 
ainsi déterminée. 

On a porté sur sb^ la longueur sm^ = sV' de sm.s^m'^ 

11 
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sur^c^ et sa^ la longueur sp^ = sn^=s' t/ de sn . s'nf et 
sp .8'p'\ la ligne polygonale d^p^m^nif^^ est le développe- 
ment du polygone d'intersection. 

GOMPOSinOEf DONNÉE AUX CANDIDATS A 8AINT-GTR EN t868. 

7. Une pyramide régulière SABC à base octogonale s^ ap- 
puie par sa base ABC sur le plm horizontal de manière que 
le côté AB placé à gauche est perpen^culaire à la ligne de 
terre. Chaque arête de la base a 37 millimètres de longueur 
et chaque arête latérale 119. Par le sommet S on mène la 
parallèle à la ligne de terre et Von prend sur cette parallèle 
vers la droite une longueur ST égale à R X 2,6, R étant le 
rayon du cercle circonscrit à la base. On joint le point T aux 
sommets A, B, C de manière à former une seconde pyra- 
mide TA6C de même base que la première. Cela posé^ on de- 
mande de construire : 

1^ Les projections de ces deux pyramides^ en ayant soin 
de distinguer les parties visibles et invisibles ; 

2^ Les projections de la sphère circonscrite à la pyra- 
mide ABC et celles du point autre que le point c oU cette 
sphère est rencontrée par V arête TC de la pyramide TABC. 

l'Soit ABCDE l'oclogone régulier (fig. 195), base com- 
mune des deux pyramides ^ Le sommet de la première 
pyramide est projeté horizontalement en S, centre de Toc- 

i Pour construire cet octogone régulier, d'un point quelconque S pour 
centre avec un rayon quelconque on décrira une circonférence ; on par- 
tagera cette circonférence en 16 parties égales à partir d'une extrémité f 
du diamètre parallèle à a^. Les points de division a et h, Yoisios de /; sont 
les extrémitâs d'un c6té ah de Toctogone régulier inscrit dans celte cir- 
conférence. On mènera les rayons Sa, 86; on prendra sur ah, prolongé 
s'il est nécessaire à partir du pointa, une longueur ag égale à la longueur 
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togone, et les arêtes latérales, suivant les rayons SÂ^SB. 
Pour avoir la hauteur, rabattons autour de EF sur le plan 
horizontal le plan vertical projetant de Tarète correspon- 
dante ; le sommet sera rabattu en S^ sur la perpen- 
diculaire menée par S à EF et à une distance de E égale 
à la longueur donnée, 119 millimètres, pour les arêtes 
latérales. On obtiendra donc la projection verticale 
du sommet en relevant le point Si en S . S', et les projec- 
tions verticales des arêtes en joignant S' aux points A',G^ 
projections verticales des sommets de la base. 

Prenons ST . S'T' parallèle à « y et prenons sur S T . S'T 
une longueur égale à SA x 2,6 ^ ; en joignant ce som- 
met T .T' de la seconde pyramide aux sommets A, B, G de 
la base commune, on a les arêtes latérales de cette pyra- 
mide. 

Pour déterminer Tinterseclion, on remarquera que les 
arêtes latérales des deux pyramides sont situées deux à 
deux dans un même plan ; eh effet, ST . S^ T est menée 
par un point S. S' de la face SCD .S'C'D' parallèlement à 
la droite CD . CD' de cette face ; elle y est donc située 
tout entière; les deux arêtes SD.S'IK, TC. TC, situées 
dans un même plan, se coupent en un point m. m' qui 
est un sommet de Tintersection ; par la même raison, les 

donnée, 57 millimètreSi et l'on mènera ^B parallèle à aS'; le point ^ de 
rencontre avec Sb est un sommet de la base cherchée; les autres sommets 
sont les points de rencontre des rayons du premier octogone avec la cir- 
conférence décrite du point S comme centre avec SB pour rayon. 
* Pour déterminer cette longueur, au lieu de faire la construction ordi- 

45 
naire, on observera que 2,6 est à peu près égal à cos y Si donc on mène 

par le sommet D une tangente à la circonférence circonscrite à la base, 
cette tangente rencontre la parallèle ST, menée par le centre h xy en un 
pimltelque 

87 SB RoosDSTsR cos -g- = R X 2 A 
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deux arêtes SE . S'E', TB .T'B', dont les traces B et E sont 
situées sur une parallèle AST, se coupent enn.n'. Les 
autres arêtes se coupent en des points mi.m', ni.n', dé- 
terminés dé la même manière, et qui sont symétriques 
des premiers par rapport au plan vertical mené par 
ST. ST. L'inlerseclion est par conséquent la ligne poly- 
gonale mn Wini.m'n'. 

Sur la figure, le résultat a été représenté en supposaijt 
que l'ensemble des deux pyramides forme une masse so- 
lide ; alors les parties des arêtes de chaque solide, qui 
sont plongées dans l'autre, disparaissent ; elles ont été 
représentées en traits discontinus ^ 

2*" Le centre de la sphère circonscrite à la pyramide 
SABC . S' A'B' C estsitué sur la hauteur lieu des points égale- 
ment distants des sommets de la base ; c'est le point de cette 
hauteur également éloigné des deux extrémités d'une arête 
latérale SD.S'iy. Faisons tourner le plan vertical de cette 
arête autour de la hauteur, de manière à le rendre paral- 
lèle au plan vertical de projection ; la projection verticale 
de cette arête devient S' D\; le plan perpendiculaire au 
milieu de cette droite a pour trace verticale la perpendi- 

* Le point G. G' et le point m.wf sont des points communs aux faces 
SCD.S'C'D' et TDG.T^D'C; mais il iiBiut se garder de considérer la droite 
qui joint ces deux points comme un élément de l'interjection des deux 
polyèdres : ces faces coïncident, il n'y a pas d'intersection à représenter. 

Les arêtes des deux pyramides appartiennent à deux cônes. On démontre 
dans la seconde partie que ces deux cônes, qui sont du 2* degré et qui ont 
une circoniérence commune, se coupent suivant une seconde courbe plane 
dont le plan est perpendiculaire au plan de symétrie parallèle au plan 
Terlical ; tous les points de celte ligne, et par suite les sommets de la ligne 
polygonale d'intersection, sont donc projetés sur une ligne droite; t/mf 
n'est pas dans le prolongement de m'n'; cm.c'm' n'appartient donc pos à 
Vintersection. 

Gomme vériCcation, rn^n' prolongé doit passer par la projection verticale 
ê' du pied de la hauteur et par le point de concours de S'A' et VE', 
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culaire menée au milieu de S'D\ et 0^ point de rencontre 
avec S'8\ est la projection verticale du centre de la sphère. 
0S\ distance du centre à Tun des sommets, est le rayon 
de la sphère. Le résultat a été représenté dans l'hypo- 
thèse que la sphère est transparente; on a figuré son 
intersection avec le plan horizontal comme ligne de con- 
struction. 

3* Pour déterminer le second point de rencontre de Ta- 
rète Te. TV avec la sphère, nous considérerons le plan du 
grand cercle déterminé par celte arête, et nous le ferons 
tourner autour de son horizontale «r . o'r\ qui passe par le 
centre, pour le rendre horizontal ; le grand cercle d'in- 
tersection avec la sphère sera rabattu suivant le contour 
apparent horizontal ; le point C de cette arête sera rabattu 
en c^ sur cette circonrérence, le point r reste immobile, 
Faréte est donc rabattue en e^r et son second point de ren- 
contre avec la sphère en /^ ; on en déduit facilement les 
projections /, l\ situées sur Taréle Tc.T'c'. 

DISTANCE DE DEUX PLANS PARALLÈLES. 

8. On donne trois plans PaP^ QPQ„ RRi (fig. 170) : on 
demande de construire les projections d'une sphère de rayon 
donné r tangente à ces trois plans. 

SoLCTiow. Le centre de la sphère demandée est à une 
distance égale au rayon donné r de chacun des trois plans, 
et par suite il se trouve dans trois plans parallèles aux 
trois plans donnés et menés à une dislance de ces plans 
égale au rayon ; il est donc le point commun à ces trois 
plans. 

ExÉGUTioiv. Le plan parallèle à PaP^ à la distance r est 
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p3pp obtenu parla construction générale (109). Le plan 
parallèle à Q^Q", mené à la même distancer, est 9Y9t; enfin 
le plan parallèle à RR^, qui est parallèle à la ligne de terre, 
est pp^, obtenu de la même manière au moyen d'un plan 
de profil ; les plans plp^ q^q^ se coupent suivant la droite 
ab.a'b'] les plans pSp^, çyîi se coupent suivant la droite 
ab.a'b'; les plans pîp, pp^ suivant la droite cd.&d'\CGS 
deux intersections se coupent au point o.o'^ qui est le cen- 
tre de la sphère cherchée. 

Remarque. Le lieu des points de Tespace distants d'un 
plan donné d'une distance donnée se compose de deux 
plans parallèles; les deux plans parallèles à PaP^ sont 
coupés par les deux plans parallèles à Q^Q^ suivant quatre 
droites parallèles, et les points de rencontre de ces quatre 
droites avec les deux plans parallèles à RR^ donnent huit 
points distants de r des trois plans donnés ; le problème 
admet donc huit solutions. 



DROITES ET PLAKS PERPEMDlGCLAmES. 

9. On donne une pyramide tiiangulaire sabc.s'a'bV 
(fig. 171) ; an coupe cette pyramide par un plan mené 
par un point m. m! de V arête sa . s'a' et perpendiculairement 
à cette arête : on demande les projecdons de Pintersec- 
tion. 

Construction. Nous déterminerons le plan perpendicu- 
laire à Taréte sa. s' a' au moyen de deux droites, Tune 
mp.m'p' parallèle à sa trace horizontale dont on connaît 
la direction, l'autre mn.m'n' parallèle à sa trace verticale. 
Le plan de ces deux droites est rencontré par sc.s'c^ au 
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point d . cf , par «> . «' V au point ^ . e'; le triangle med . m'e' d' 
est le triangle demandé. 

PROB ME DE RÉGAPmiLATiON. 

10. On donne deux droites ab.a'b', cd.c'd' (fig. 172^, 
et un foint m,w! sur oA.dà! \ on demande : 

V De mener par ces droites deux plans parallèles entre 
eux; 

2"^ De construire un cube ayant une face dans chacun de 
ces plans ^ une arête dirigée suivati ^ cd . cd ^ tle point m . m' 
pour un de ses sommets. 

Construction. 1* Par un point b.b' de ab.a'1/ menons 
be.Ve' parallèle à cd.&d'^ et par ces deux droites 
ah.a'V^he.Ve' faisons passer un plan PoP^^; par les 
traces h et d àe cd.cfd' menons des parallèles Q^, Q^0 
à Va. et oPj : les plans PaP^, QgQ^ sont les plans de- 
mandés. 

' 2^ Menons par le point donné m. m' un plan vertical 
perpendiculaire à ces deux plans, et rabattons-le autour 
de sa trace horizontale Im; Pinterseclion de ce plan avec 
Q^Qi sera rabattue en Im^n^^ celle de ce plan avec PoP^, 
suivant rjfj parallèle km^n^\ la perpendiculaire m^g^ com- 
mune à ces deux intersections représente la distance des 
deux plans et le rabattement d*un celé du cube cherché. 
Si l'on remet dans sa position réelle le plan vertical qu'on 
vient de rabattre, g^ donne les projections g, g' d un som- 
met de la base supérieure du cube. Pour avoir les projec- 
tions de la base inférieure, rabattons le plan Q^Q^ de cette 
base autour de sa trace horizontale Q0, le point m vient 
en mt sur la perpendiculaire nml à la distance Im^ = Im^ 
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de la charnière ; le point c n'a pas bougé, em, est le ra- 
baitement decd.c' (f ; on a pris m^ft = Sf^m^ côlé du carré, 
et Ton a construit le carré m^fh^kt, qui, relevé, donne les 
projections mfhk^ trifVV. Il ny a plus qu'à mener par 
les sommets f.f^h.h'.k.K des droites égales et parallèles 
au côté mg^.m'gf pour obtenir les sommets de la base su- 
périeure. 

Bemabque. La distance m^U = ^i A» portée sur le rabat- 
tement de ed.cf d\ pouvait être portée dans le sens op- 
posé ; on pouvait également construire le carré mtfthtk^ 
d'un côté ou de l'autre de ce rabattement; le cube de- 
mandé peut donc occuper quatie positions différentes dans 
l'espace. 

AKGLE DE DEUX PUNS. 

11. On donne le rabattement a^b^c^d^ (fig. 173) d*un 
carré situé dans un plan mnp : on demande, après avoir 
déterminé les projections de ce carrée de construire un tronc 
de pyramide régulière ayant ce carré pour base^ pouf^ /iau- 
teur une droite donnée et ses faces latérales faisant avec le 
plan donné un angle donné a. 

Exécution. Cherchons d'abord le rabattement de la pro- 
jection de la base opposée à a^b^c^d^ sur le plan de cette 
base; nous aurons un carré ayant même centre o^ que 
^i^i^i^i ^^ ^^ ^^^^s parallèles à ceux de ce carré. Pour 
déterminer la grandeur d'un côté, cherchons le rabatte- 
ment sur le même plan de la section faite dans le tronc 
de pyramide par un plan mené par le centre o^ perpen- 
diculairement i a^b^; la base inférieure est coupée sui- 
vant oj^ la face latérale menée par a^b^ est coupée suivant 
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une droite rabattue en fg qui fait avec /b^ Tangle donné a, 
la face supérieure est coupée suivant une droite rabattue 
en gl parallèle à fo^ à la distance fl de /b^ égale à la hau- 
teur donnée h. Sans construire la section complète, on 
voit dans le triangle rectangle gif que gl est la moitié de 
la diflérence des côtés des carrés de bases ; la parallèle gk 
à a^b^ représente alors la projection d'un côté de la base 
supérieure, et le point r^ de rencontre de gk avec la diago- 
nale c^a^y la projection d'un sommet de cette base. 

Si Ton remet le plan du carré (lib^c^d^ dans sa position 
réelle, les projections de a^b^c^d^^ sont abcdy a'Vc'd' ; le 
centre o^.a pour projections o, o'; Texlrémité E de la 
perpendiculaire, égale à la hauteur menée au plan de la 
base par le centre o . o' et rabattue suivant oE, se projette 
ene.^ ;]Bi diagonale de la base supérieure, parallèle à la 
diagonale rabattue en c^a^^ se projette suivant ^r.^V paral- 
lèle à ea . c^a'^ et le point r^, qui appartient à cette diagonale 
et qui se relève dans un plan perpendiculaire à la char- 
nière mn^ donne les projections r, r'. Il est facile alors d'a- 
chever les projections de la base supérieure, dont on a un 
sommet et le centre, et dont les côtés sont parallèles aux 
côtés de la base inférieure. On joindra les sommets homo- 
logues des deux bases, et Ton aura les projections du tronc 
de pyramide cherché. 

PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES. 

12. On donne deux droites A. k\ B.B' (fig. 174), dont 
l'une A. A' est parallèle au plan vertical de projection ^ 
et dont l'autre est perpendiculaire à la première sans la 
rencofnirer : on demande de construire les projections d*U7i 
cube ayant deux côtés dirigés suivant ces droites. 
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Solution. La plus courte distance des deux droites est 
en grandeur et en position un côté du cube demandé. 

Construction. La plus courte distance des deux droites, 
étant perpendiculaire à Â .A', a sa projection verticale per« 
pendiculaire à A', puisque A . A' est parallèle au plan ver- 
tical de projection ; cette projection verticale doit rencon- 
trer B' perpendiculaire à A' : donc celte projection de la 
plus courte distance se confond avec B' ; d' .d est donc le 
point où la plus courte distance rencontre A. A'. Pour 
avoir sa direction, menons le plan mad! perpendiculaire à 
B.B' et le plan mpd' perpendiculaire à A. A'. L'intersec- 
tion mn^ ^d' de ces deux plans donne la direction cher- 
chée, et l'on obtient ainsi les projections de, d'cf d'un côté 
du cube ; la vraie grandeur de ce côté est d'c^ ; en por- 
tant cette grandeur de d . d' en ^ . c' sur A . A' et de d.âf 
en f.f sur une parallèle à B .B' menée par d.d\ on aura 
trois arêtes du cube partant d'un même commet. Il n'y 
aura plus qu'à mener des parallèles pour achever les pro- 
jections du cube. 

Le cube peut occuper quatre positions différentes. 

PROBLÈME SUR LA SPHÈRE. 

13. Inscrire dans une sphère donnée o . o' (fig. 175) un 
cube dont une face soit parallèle à un plan donné R^Bi per- 
pendiculaire au plan vertical de projection^ et dont une arête 
soit parallèle à une droite ab.aR^ donnée dans ce plan. 

Solution. On construit un cube de côté quelconque ayant 
le point o.o' pour centre, une face parallèle à RaR^ et un 
côté parallèle à ab.oR^. On détermine la distance d'un 
sommet de ce cube au centre et Ton a le rayon de la 
sphère circonscrite ; les projections du cube demandé sont 
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des figures homothëtiques à celles du cube ainsi construit 
et le rapport des dimensions homologues de ces figures 
est le rapport des rayons des deux sphères. 

Construction. Prenons pour face du cube auxiliaire le 
plan BaB^ ; le cdlé de ce cube sera le double de la perpen- 
diculaire menée du centre de la sphère sur le plan , et 
projetée verticalement en vraie grandeur suivant o'd ; ra- 
battons le plan BaB^ autour de Ba sur le plan horizontal ; 
ab.aB^ se rabat suivant afri, le centre du carré situé dans 
ce plan, en \ ; il est facile alors de construire le rabatte- 
ment tn^n^Pi9i ^^ carré contenu dans ce plan et de dé- 
terminer le rayon c^E de la sphère correspondante ^ ; si on 
relève, les sommets m^, n^ p^, 9^ donnent les projections 
verticales m', n', p', ç'. Si Ton mène un rayon quelconque 
o'd'D', que Ton prenne &i' égale à c^E rayon de la sphère 
circonscrite au cube auxiliaire, en joignant d'p' et menant 
lyP' parallèle à d'p' jusqu'au point P de. rencontre avec 
o'p', le point F' est le sommet homologue à p' sur le cube 
cherché ; on mènera P'M'Q' parallèle à mY et l'on déter- 
minera sur cette droite les sommetsM', N', Q', homologues 
à m', n', ((^ au moyen des rayons o'm\ o'n\ cftf. On con- 
struira facilement les projections verticales, sommets de la 
base opposée, qui sont symétriques de M', N', P', Q', par 
rapport à la projection verticale o' du centre. 11 est facile 
de passer des projections verticales des« sommets aux pro- 
jections horizontales correspondantes. 

Si le plan donné avait une position quelconque, on au- 
rait recours à un changement de plan qui permettrait 
d'obtenir de la même manière la projection horizontale du 
cube, et on eu déduirait facilement la projection verticale. 

■ 

' E71 est perpendiculaire ft Gj^i et égal & la moitié du côté du carré. 
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PROËLÈME DE RÉGAPITUUTION. 

14. l"" On donne la base inférieure ÂBCD (Gg. 176) d*un 
parallélipipèdey la projection horizontale ÂE d'une arête la- 
téraUj la longueur h de cette arête et Vangle a quelle fait 
avec le plan horizontal : on demande les projections du po- 
rallélipipède. 

2"" On donne les projections horizontales e et t de deux 
points situés sur les faces latérales dont les traces sur le 
plan horizontal sont ABetXD; on demande de déterminer les 
projections verticales de ces points et de mener par ces points 
un plan qm coupe le parallélipipède smvant un rectangle^ 

CoNSTRUcnoN. Prenons un plan vertical de projection 
parallèle au plan vertical mené suivant AE; l'arêle pro- 
jetée en AE sera projetée verticalement en vraie grandeur 
suivant A'E'=ft faisant avec la ligne de terre Tangle 
donné a ; on construira facilement les projections verti- 
cales des autres arêtes latérales. On obtient les projections 
verticales e', f des points projetés horizontalement en eet 
f, au moyen des horizontales re,r'e'y nf.n'p menées par 
ces points dans les faces ABE, ADE, dans lesquelles ils se 
trouvent. 

Le point de Tespace M, où le plan demandé passant par 
les points e.e',/*./* rencontre TarêteAE .A' E' intersection, 
des plans BAE, DAE, est le sommet de Tangle droit d*un 
triangle rectangle dont ef.e'f est Thypoténuse. On ob- 
tiendra donc ce point en cherchant le point de rencontre 
de l'arête AE.A'E' avec une sphère décrite sur ef.eff 
comme diamètre. On déterminera d'abord la vraie gran- 
deur oV^ du rayon de cette sphère , et, comme la droite 
AE.A'E^ est parallèle au plan vertical de projection, ou 
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obtiendra immédiatement la projection verticale m' de son 
point de rencontre avec la circonférence suivant laquelle 
son plan vertical projetant coupe la sphère ; le sommet 
m.m' obtenu, on le joint aui points e.ef^ f.f\ et l'on a 
deux côtés de la section rectangulaire cherchée qui cou- 
pent les arêtes BF • B' F\ DG . D' G' aux points r . r*, p .p' ; les 
deux autres côtés sont donnés par des parallèles aux deux 
premiers. 

Le point cherché m, m' doit être distant du point o . o' 
milieu de ef.e'f'à'nne longueur égale à la moitié de celte 
droite; on peut donc résoudre le problème en cherchant 
sur une droite donnée un point distant d'un point donné 
d'une longueur donnée, problème qu on résout facilement 
au moyen d'un rabattement du plan du point et de la 
droite. 

Le problème admet deux solutions ; nous n'en avons 
construit qu'une sur la figure. 

CHAKGEUEirr DE PLAN DE PBOJECTIOIf. 

15. Déterminer sur une droite donnée k(fig. 177) un point 
distant é^une seconde droite donnée B ^une longueur don- 
née \. 

Solution. Soit H le point de la droite A qui satisfait à la 
question ; si de ce point on abaisse MN perpendiculaire 
sur B, cette perpendiculaire se projettera en vraie gran« 
deur surun plan quelconque PQ perpendiculaire à B, et 
• sa projection passera par le point B' projection de B sur 
' ce plan ; il suffira donc, pour avoir la projection de la se- 
conde extrémité de la droite cherchée, de prendre un point 
m de la projection A' de A sur ce plan distant de la pro- 
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JectionB* de B de la longueur donnée l ; oii passera faci- 
lement de la projection auxiliaire du point cherché à ses 
projections sur les deux plans de projection donnés, 
i Construction. Soient A.A', B.B' (flg. 178) les projections 
des deux droites données ; soit PoP^ un plan perpendicu- 
laire à B .B' ; les projections de A .A' et B .B' sur ce plan 
rabattu autour de sa trace horizontale fa sont le point V 
et la droite A" (149) ; A* rencontre la circonférence décrite 
de B" comme centre avec l comme rayon en deux points 
nf , m\ ; m\ et fn\ sont les projections auxiliaires de deux 
points qui satisfont à la question ; la projection m\ donne 
les deux projections correspondantes m^y m\ sur A . A'. 
Pour obtenir les projectious de la droite menée de ce point 
perpendiculairement à B.B', relevons le plan PaP^ et 
cherchons la projection horizontale de la droite rabattue 
suivant B'm''^, qui est dans l'espace parallèle à la droite 
cherchée ; on en déduira la projection horizontale de cette 
dernière ; la droite rabattue eii B'm^ a pour projection 
horizontale fcd; la parallèle m^^ à hd est la projection 
horizontale de la droite cherchée ; on en déduit la projec- 
tion verticale m\ef. On déterminerait de la même manière 
les projections du point rabattu en m'i, qui donne une se- 
conde solution. 

16. Mener par un point un plan qm coups une pyramide 
quadrangulaire suivant un parallélogramme. 

Première solotion. Tout plan qui coupe deux plans suivant 
deux droites parallèles est parallèle à leur intersection ; 
tout plan qui coupe un angle solide quadrangulaire suivant 
un parallélogramme coupe les faces opposées deux à deux 
auivant des droites parallèles, et par suite est parallèle aux 
inlecsections des faces opposées prises deux à deux. 
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n suffit donc de construire ces intersections et de cher- 
cher la section faite dans la pyramide par le plan paral- 
lèle au plan de ces deux droites mené par le point. 

• 

EzÉGimoif. Soient sabcd .s^ af Vif d' (fig. 190) la pyramide 
donnée et {./' le point ; les faces sad.s'a'i' et shc.s'Vc^sQ 
coupent suivant la droite ks.Vs'y les deux autres suivant 
8h.B'h!\ les parallèles le.Vefy If. ïf menées respectivement 
à ces droites par l * ï déterminent un plan qui coupe se . s'cf 
au point q.^ (92); ce point est un sommet de la section ; 
en menant qm . qm' parallèle ksk . i'V dans la face ^od . B'a'd\ 
et qp . 9^p' parallèle à sh . s'h! dans la face scd . 5'c'd\ on a 
deux côtés du parallélogramme demandé. 

Deuxième solution. Tout plan détermine dans un angle 
solide quadrangulaire un quadrilatère dont les diagonales 
sont les intersections de ce plan avec les plans menés par 
les arêtes opposées deux à deux ; le point de rencontre de 
ces diagonales est donc situé sur la droite d'intersec- 
tion de ces deux plans qui passent par le sommet ; pour 
que la section soit un parallélogramme, il suflit que ce 
point soit le milieu de chacune des diagonales. Si donc 
par un point quelconque de la droite qui joint le sommet 
au point de rencontre des diagonales de la section faite 
dans le solide par le plan horizontal, on mène dans cha- 
que plan de deux arêtes opposées une droite qui^ terminée 
aux points de rencontre avec ces arêtes, soit partagée au 
point en deux parties égales, le plan de ces deux droites 
est parallèle au plan demandé. Il suffira donc de mener 
par le point un plan parallèle à celui-là et de chercher 
son intersection avec l'angle solide. 

ExÉcimosi. Soit «afrcd.sVbVd (fig. 191) la pyramide; 
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menons les diagonales ac, bd de la base ; joignoos leur 
point de rencontre g.g' tiix sommet ; par un point o . o' de 
celle droite menons rt . r't', qui rencontre sa . $'af en r . r' el 
sc.t^&ent. f^ de manière que o . o' soit le milieu de rt . r't' 
(voy. la construction sur répure). Menons par ce même 
point une droite uv .uV dans le plan des arêtes sb .s'V^ 
8C.8'(f, et qui les rencontre respectivement en ti.u' elv.v' 
de manière que o . o' soit le milieu de uv . u'tf ; menons 
par /. V des parallèles à ces droites ; le plan de ces paral- 
lèles, qui est le plan du parallélogramme demandé, ren- 
contre so .«V en un point f.f'^ qui est le point de rencon- 
tre des diagonales ; comme ces diagonales sont parallèles 
hri.r^t! et nu . n'v', le parallélogramme est déterminé. 

COUPOSITIOrf DOIilfÉE AUX CANDIDATS A SAINT-GTB 

EN 1862. 

17. On donne sur un flan hoiizontalun quadrilatère ABCD 
(fig. 179). Par la droiteEF^ qui joint les points de concours 
des sommets opposés^ on fait passer un plan incliné sur le 
vlan horizontal Sun angle donné. Dans ce nouveau plan on 
décrit sur EF comme diamètre une circonférence et Ion 
prend un point S de celte circonférence pour sommet d'un 
angle polyèdre formé par les quatre plans SAB, SBC, SCD 
et SAD. On demande de déterminer la projection horizontale 
et la vraie grandeur de la section faite dans cet angle polyè- 
dre par un plan parallèle au plan ^¥ et passant par w. 
point donné. 

Nota. On rendra compte de la forme remarquable de 
la section.' 
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DONNÉES NUMÉRIQUES. 

AB=85"", BC=^71"», AD=22"«, ES= Oe—. 
Angle ABC = 109% Angle BAD = 120\ 
Inclinmson de ESF sur le plan horizontal = 75*. 
Point donné B .o' — B' o' = 86"". 

Construction, Le plan sécant étant mené parallèlement à 
un plan qui passe par EF, il conviendra de prendre la ligne 
de terre perpendiculaire àEF ; avec cette disposition le plan 
sécant étant perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion, on aura immédiatement les projections verticales des 
sommets de l'intersection. On a la trace verticale du plan 
FES en menant par le point e, où FE rencontre la ligne de 
terre, la droite eS' faisant avec cette ligne l'angle donné de 
TS'^.Si Ion rabat ce plan autour de EF sur le plan hori- 
zontal de projection, Je sommet se rabat en S^ sur la cir- 
conférence décrite sur EF comme diamètre, et sur un arc 
de cercle décrit du point E comme centre, avec la distance 
donnée 96"™ pour rayon. Si Ton remet le plan dans sa po- 
sition première, le sommet rabattu en Si a pour projec- 
tions S, S' ; en joignant ce point aux sommets A . A', B .B^ 
C .C, D • D' du quadrilatère donné, on a les projections de 
Fangle polyèdre demandé. 

Le plan sécant a sa trace verticale o'm parallèle à S'e 
et sa trace horizontale mn perpendiculaire à la ligne de 
terre ; ce plan coupe les arêtes de Tangle solide aux 
points a.dfyb.b'j ce', d.d'. 

Si Ton fait tourner le plan nmo' autour de sa trace ho- ' 
rizontale nm pour l'appliquer sur le plan horizontal de 
projection y on obtient facilement le rabattement a^ 6^ c^d^ 
de la section et par suite sa vraie grandeur. 

12 
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Cette section est un rectangle ; en elTet, dans Tespace, 
Tangle rabattu suivant c^ \a^esi égal l'angle rabattu sui- 
vant ES^ F, car ces angles ont pour côtés des sections faites 
parles faces de la pyramide dans deux plans parallèles ; or 
TangleES^F est droit comme inscrit dans une demi-cir- 
conférence ; il en est donc de même de l'angle c^a^b^. — 
On verrait de même que les trois autres angles de la sec- 
tion sont respectivement égaux pour la même raison aux 
trois autres angles formés par ES^ et Si F ; donc tous ces 
angles sont droits. 

QOlIPOSmON DONNÉE AUX GAia>IDATS A SAIBT-CTR 

EN 1863. 

18. Dans la pyramide quadrangulaire SA.BCD (fig. 180) 
dont le sommet est en S, on donne SA = SB = SD =: 88"", 
AB = 79»", AD = 58"", angle DAB = 90% angle ADC = 
111% angle i\W.=. 69** : on demande de construire les pro- 
jections de ce solide en plaçant à volonté la base ABCD sur 
le plan horizontal. 

On déterminera ensuite : 

1* Uanyle des faces SAB, ABCD et celui des faces SBC, 
SCD; 

2* Les projections et la vraie grandeur de la section faite 
dans le solide par le plan bissecteur de V angle dièdre dont 
XBestVaréte; 

3® Le rayon de la sphère qui passe par les quatre points 
S, A, B, D, et Von démontrera que cette sphère passe aussi 
par le point C. 

CoNSTBucnoN. On construira d abord avec les éléments 
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donnés la base ABCDde la pyramide, et l'on prendra pour 
ligne de terre une perpendiculaire à ÂB, afin de déterminer 
facilement la trace verticale du plan bissecteur de Tangle 
dièdre dont AB est l'arête, et par suite la section faite par 
ce plan dans la pyramide. 

On construira le rabattement Si AB de la face SAB, au 
moyen des longueurs données pour SA et SB ; le sommet 
aura sa projection horizontale sur la perpendiculaire S^m 
menée de Si sur AB ; comme les arêtes SA et SD sont éga* 
les, la projection de ce sommet se trouve aussi sur la per- 
pendiculaire menée sur AD par son milieu ; cette projec- 
tion S est donc déterminée ; la projection verticale cor- 
respondante se trouve sur une perpendiculaire menée de 
% à la ligne de terre et à une distance de A' projection 
de AB égale à mSi qui, relevé, est parallèle au plan verti- 
cal. 

1* L'angle des faces SAB, ABCD, toutes deux perpendi- 
culaires au plan vertical de projection, est l'angle S' A' C 
formé par leurs traces verticales. 

Pour déterminer l'angle dièdre dont SG .est l'arête, on 
mène un plan quelconque perpendiculaire à cette arête ; 
soit rbt perpendiculaire à SG la trace de ce plan : si Ton 
appelle K le point où ce plan rencontre l'arête, dans le 
rabattement du plan autour de rt le point K se placera sur 
bc à une distance égale à la perpendiculaire menée dans 
l'espace du point b sur l'arête SG. Cette perpendiculaire 
a été obtenue en vraie grandeur en bl^ au moyen du ra- 
battement du plan vertical de Tarête SG ; l'angle est ra- 
battu en vraie grandeur suivant rkt. 

2"" Le plan bissecteur de l'angle dièdre, dont l'arête est 
A£, a pour trace verticale A.'p'q\ bissectrice de S' A' G' ; la 
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section a pour projection \erticale A'pY> pour projection 
horizontale Ap^B ; elle est rabattue en yraie grandeur 
suivant Ap^ 9^ B. 

3^ Le centre de la sphère, qui passe par les points S, A, 
B , D, se trouve sur la verticale menée par S, puisque cette 
ligne est l'intersection des plans menés perpendiculaire- 
ment au milieu des arêtes horizontales AB et AD ; il est 
aussi sur la perpendiculaire menée par le centre de la 
face SAB ; ce centre rabattu en Yi est projeté verticalement 
en y'; le point o' de rencontre deS'o' avec la perpendi- 
culaire Y^'^ ^'^* est la projection verticale du centre 
cherché ; le rayon est o's^ 

Cette sphère coupe le plan horizontal de projection 
suivant un petit cercle qui passe par les points A, B, D ; 
ce petit cercle passe aussi par le point C, car, d'après les 
données, le quadrilatère A6CD est inscriptible (111 + 69^ 
=180«). 

COUPOSITIOIV DONNÉE AUX GÂliDIDATS A SACrT-CTA 

EN 1864. 

19.1® Dans un tronc de pyramide régulière à base hexa* 
gonale (fig. 181) le côté de la grande base est égal à 0",05, 
chaque arête latérale est égale à 0'°,065 ; les angles que font 
les arêtes latérales avec les côtés adjacents de la grande base 
valent chacun 80® : on demande de déterminer les projections 
% tronc en Pappuyantpar la grande base sur le plan horir 
zontal. 

2® Ce tronc étant supposé réduit à sa surface et la base 
supérieure étant enlevée, on déterminera les parties visibles 
de la partie intérieure en supposant Fcsil placé à une hauteur 
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de O"",?! au-dessus du plan horizontal sur la verticale me" 
née par un des sommets de la grande base. 

CoKBTRncTiON. 1* Soit abcdf la grande base située sur le 
plan horizontal de projection et dont la diagonale ebj pas- 
sant par le pied e de e.efj est parallèle à la ligne de terre. 
Si Ton rabat autour de be la face que détermine ce côté At 
la base, l'arête latérale qui passe par b sera rabattue sui- 
vant bg^ faisant avec bc l'angle de SO"", et dont la longueur 
bg^ est égale à la longueur donnée O^^^GS. Toutes les 
arêtes latérales ont leurs projections horizontales dirigées 
vers le centre o de la base ; on obtiendra donc facilement 
la projection horizontale g du sommet rabattu en g^ et qui 
se trouve sur Faréte projetée en ob ; l'arête projetée en bg 
est parallèle au plan vertical de projection ; elle se projette* 
donc en vraie grandeur sur ce plan, et le point projeté en 
jf a sa projection verticale ^ sur la perpendiculaire menée 
par 9 à la ligne de terre, et sur Tare décrit de b' comme 
centre avecbjfi pour rayon. On a donc les projections g^g' 
d'un sommet de la base supérieure ; on en déduit facile- 
ment les projections du tronc de pyramide. 

2* Soit e.e^ le point donné sur la verticale qui passe 
par le point e; les rayons visuels qui partent de ce point 
et qui glissent sur min forment deux plans dont il faut dé- 
terminer les intersections avec les faces latérales abg^afm^ 
cbgy edn du tronc de pyramide donné. — Considérons le 
plan mené par Imele.efet la face abg; les droites el . efVy 
gb.^V de ces deux plans, situées dans un même plan ver- 
tical, se coupent au point i.i' ; la trace horizontale de eU 
ffV est h; la trace horizontale du plan déterminé par 
^ . ^ et /m . Vm' est h« parallèle à Im ; cette trace rencontre 
ab prolongé en un point «, qui est la trace horizontale de 
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l'intersection des deux plans ; «îfc, s'i'fc' sont donc les pro- 
jections de cette intersection ; au point k.hf de l'intersec- 
tion, situé sur ap.afp\ Tintersection passe sur la face 
afmp; les points fc.*/, m.m', communs à celle face et au 
plan mené par /m, appartiennent à l'intersection ; fem, fm' 
sont donc les projections d'une seconde partie de Tinter- 
section. On trouve une autre partie de Tintersection symé- 
trique de la première par rapport à eb projetée horizonta- 
lement suivant ik^riy et verticalement suivant i'kfn'. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDn)ATS A SAINT-CYR 

EN 1865. 

20. Trouver les projections de Vinterseetion d'une pyra- 
mide régulière pentagonale dont la base est sur le plan ho- 
rizontal avec un plan perpendiculaire au plan vertical 
(fig. 182). 

On prendra les données suivantes : 

Le côté du pentagone qui sert de base a 0",07 
de longueur. 

Pyramide. / ^^^ ^^ ^^^^ ^*^ **^^^ *"^' **"^ parallèle à 
la ligne de terre menée à une distance de 
0",03. 
Hauteur de la pyramide^ 0",1 . 

Le plan sécant fait avec le plan horizon" 
Plan. . .I^tal un angle égal à 50% il est à une distance de 
0",05 du sommet de la pyramide. 

Après avoir déterminé les projections de rintersectiouj on 
cherchera l'angle de deux faces latérales de la pyramide. 

Construction. On a facilement les projections SABCD, 
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S'A'B'C'iy de la pyramide; pour avoir la trace verticale du 
plan sécant, on mènera une droite quelconque a^ faisant 
avec la ligne de teçre un angle de SC*, et l'on mènera pa- 
rallèlement à cette droite une tangente à la circonférence 
décrite de S' comme centre, avec un rayon égala 0,05. On 
a immédiatement les projections verticales m\ n\ p', q', r* 
des cinq sommets de la section , on obtient facilement les 
projections horizontales m, n,p, q de quatre d'entre eux; 
pour le cinquième r.r', qui est sur Taréte SD.S'D', située 
dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, on ra- 
battra autour de SD le plan vertical projetant de cette 
arête; le point S vient en S", Tarête SD devient S"D et le 
point projeté verticalement en r' se place en r^, d'où Ton 
déduit la projection horizontale r. 

Le rabattement du plan vertical SD sert encore à obte- 
nir la hauteur fg du triangle EGC, formé par un plan per- 
pendiculaire à SD et qui donne Tangle dièdre dont SD est 
l'arête. 

COSlPOSmON DOIINÉB AUX CANDIDATS A l'ÊCOLE DE 1IARU«B 

EN 1864. 

21 • Trouver sur un plan donné un point qui soit à des 
distances données de deux points donnés^ Vun dans le plan 
vertical^ Vautre dans le plan lioriwnlal. 

Solution. Soient A (fig. 183) l'un des points donnés et 
MN le plan sur lequel on cherche le point. Soit P le point 
demandé tel que AP soit égal à la longueur correspon- 
dante donnée ; si Ton abaisse la perpendiculaire AC sur 
le plan MN et si Ton joint le point C au point P, le cô(é 
CP du triangle rectangle ACP a une grandeur délcrmince, 
puisque l'hypolénusc AP et le côté AC ont dos longueurs 
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connues. Le point cherclié P se trouve donc sur une 
circonférence de rayon connu, décrite dans le plan UN 
du piedC de la perpendiculaire AC pour centre; si Ton 
raisonne de la même manière pour le point B, on voit que 
le point cherché se trouve à Tinlersection de deux circon- 
férences. 

CoRSTRUcnoN. Soient donnés le point A (fig. 184) dans 
le plan horizontal, le point B' dans le plan vertical, le 
plan M^N et les longueurs / et k. Menons par A un plan 
vertical perpendiculaire au plan M^N ; rabattons ce plan 
autour de sa trace horizontale A D, Tinterseclion de ce 
plan avec M pN est rabattue suivant DE, le pied de la 
perpendiculaire menée du point A sur le plan vient en F, 
et si, du point A comme centre avec l pour rayon, nous 
décrivons un arc de cercle, la distance du point G de 
rencontre avec EF au point F donne le rayon de la circon- 
férence à décrire dans le plan M^N du pied de la perpen- 
diculaire menée du point A. Si Ton rabat le planM^N 
autour de Mp sur le plan horizontal, le point F vient en 
F|, et la circonférence décrite de Fi comme centre avec FG 
pour rayon contient le rabattement du point cherché. Si 
l'on opère de même pour le second point B', on obtient 
une seconde circonférence qui coupe la première en 
deux points Ci et Ot. Ces points relevés donnent les pro- 
jections c.&yO.o'^ qui satisfont à la question. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A l'ÉCOLE 
DE MARINE EN 1865. 

22. On donne les projections d'une pyramide triangulaire 
reposant sur le plan horizontal et un plan quelconque 
(fig. 185). On fait tourner la pyramide autour de la trace 
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horizontale du plan jusqu'à ce que le sommet soit dans le 
plan. On demande les projections de la pyramide dans cette 
position. 

Prenons pour plan vertical de projeciion un plan per- 
pendiculaire au plan donné PaPi et soient sabc, s' a'V c' les 
projections de la pyramide. La projection verticale s' du 
sommet décrit un arc de cercle autour de a comme centre 
et vient se placer en s' i sur aP| ; les projections verticales 
des autres sommets décrivent autour de a des arcs de cer- 
cle correspondants à des angles au centre égaux à s'ciP^y 
et Ton obtient ainsi les projections nouvelles a\^h\^ cf^ 
qui, comme vérification, doivent se trouver encore en 
ligne droite, puisque, dans ce mouvement de rotation, le 
plan des trois points est resté perpendiculaire^ au plan 
vertical. Les arcs décrits par les sommets étant parallèles 
au plan vertical, les projections horizontales se déplacent 
parallèlement à la ligne de terre ; on obtient donc facile- 
ment les nouvelles projections horizontales s^ ai,bi,C|. 

Dans le cas où le plan donné PaPi aurait ses traces dans 
des positions quelconques, on se servirait d'un plan ver- 
tical auxiliaire perpendiculaire au plan donné ; à l'aide de 
ce plan, on déterminerait, comme dans le cas précédent, 
la projection horizontale, et de cette projection on passe- 
rait facilement à la projection sur le premier plan vertical, 
puisque la projection auxiliaire fait connaître les distances 
de tous les points au plan horizontal de projection. 

GOMPOSinon doiqvée aux candidats a saiot-ctr 

EN 1866. 

25. Un prisme droit a pour base un hexagone régulier 
ABCDEF dont le côté vaut 0'°,034. Sur les arêtes latérales 
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qui parlent des sommets A, B, C delà base on prend les lon- 
gueurs ArT = 0^068, BU =0,055, CI =0,025. Par les 
trois points G, H, I on fait passer un plan p qui détermine 
le tronc de prisme compris entre ce plan et la base ABCDEF. 
On demande de construire : 

!• Les projections horizontale et verticale de ce tronc j en 
posant la base AUCdEY sur le plan horizontal, de manière 
que le côté AB soit perpendiculaire à la ligne de terre ; 

2** La partie du plan horizontal cachée par le tronc de 
prisme, Tœil étant placé au-dessus du plan ^ à la d'stance 
0°,122 sur la perpendiculaire à ce plan menée par le point 
oU Vaxe du prisme le rencontre. 

80Lirrio:(. 

!• Soit ABCDEF (fig. 186) la base donnée; les arôles 
verticales ÀG, BII, CI sont projetées en vraie grandeur 
suivant A' G', A' H', C'Y. Pour avoir la projection verticale 
du point où l'arête, dont le pied est en E, rencontre le plan 
p des extrémités G, H, I, considérons la droite qui, dans 
le plan p, joint ce point au point H projeté en B . H' ; celte 
droite a pour projection horizontale EB; elle rencontre 
la diagonale de la base supérieure projetée en AC . G' V au 
point m . m' ; H' m' est donc la projection verticale de cette 
droite * ; le point E\, où H'w' rencontre la perpendiculaire 
à la ligne de terre menée par E, est donc la projection ver- 
ticale cherchée. Pour déterminer les projections vertica- 
les des deux autres sommets, on remarquera que les 
côtés de la base supérieure projetés suivant EF et BC sont 

^ On peut construire plus simplement HWE|, en observant qae m' est 
le milieu de GT. 
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parallèles comme inlerseclions de deux plans parallèles 
par un troisième et qu'il en est de m^me des côtés pro- 
jetés suivant CD et AF; il suffit donc de mener E/ F\ pa- 
rallèle à Wl\ et FD' parallèle à G'F^; les points F\,D/ 
sont les projections verticales des deux derniers sommets 
de la base supérieure. 

2** L'axe du prisme rencontre le plan de la base supé- 
rieure au point projeté horizon lalement en o, centre de la 
base, verticalement en o', point de rencontre des diago- 
nales de la projection de la base supérieure. Pour mener 
par ce point une perpendiculaire de longueur donnée au 
plan p, menons de ce point un plan vertical perpendicu- 
laire hp (106) et dans ce plan vertical une perpendiculaire 
égale à la longueur donnée à l'intersection. Soit En .E^V 
l'horizontale du plan p qui passe par le point E . E\; le plan 
vertical mené par o . o' rencontre cette horizontale au 
point projeté horizontalement en r ; si donc on fait tour- 
ner ce plan vertical autour de son horizontale or pour le ren- 
dre horizontal, le point o .o' vient se placer en OiSur la per- 
pendiculaire oOià or, à la distance de o égale à o'tùy dis- 
tance de . o' au plan horizontal de or; l'intersection de ce 
plan et de p est rabattue suivant Oir,etla perpendiculaire 
cherchée suivant LOi perpendiculaire à rOi et égale à la 
longueur donnée. Si on relève le plan vertical rabattu, le 
point L aura sa projection horizontale I au pied de la per- 
pendiculaire U menée de L sur or, et sa projection verti- 
cale l' à une distance X/' de E\n' égale à L/. 

Pour déterminer la partie du plan horizontal qui est ca- 
chée, il suffit de joindre le point I.T aux sommets E.E^^ 
F. F',, A.G', B.ir, C.r et de déterminer les traces hori- 
zontales e, (ff, a, P, Y de ces droites ; la partie du plan hori- 
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zonfai comprise entre la base du prisme et la ligne poly- 
gonale Ee(^6^C satisfait à la question. 
On a marqué par des hachures la partie cachée. 

COMPOSITION DONNÉE AUX GAEIDIDATS ▲ 8AINT*CTB 

EN 1867. 

24. Un tétraèdre régulier SXBC (fig. 187), (fonf les arêtes 
ont pour valeur commune 58°", repose par sa base ABC sur 
le plan hori%ontaly de manière que V arête AB est parallèle à 
la ligne de terre et le sommet C en avant de AB. Sur chaame 
des faces latérales SAB, SAC, SBC comme base^ on construit 
un prisme droit dont la hauteur est égale à l arête du tétraè- 
dre. On obtient ainsi un polyèdre p, composé de Vensemble 
du tétraèdre et des trois prismes, et Ion demande de con- 
struire : 

i"^ Les deux projections de ce polyèdre p; 

2"^ La section [du polyèdre p par un plan horizontal mené 
par le centre de gravité du tétraèdre. 

SOLUTION. 

1^ Le sommet de la pyramide est projeté horizontale- 
ment au point s centre du triangle ABC. Pour avoir la hau- 
teur, rabattons sur le plan horizontal le plan vertical 
projetant de Tarête BS ; le sommet sera rabattu en S^ sur 
la perpendiculaire sS^j menée de « à B« à une distance de 
B égale à une arête, et par conséquent égale à BC. Cette 
hauteur «S^ permet de construire la projection verticale 
^ du sommet et par suite celle de la pyramide. \ 

Pour déterminer une arête latérale du prisme droit qui 
a pour base ASC, nous remarquerons que le plan vertical 
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projetant de SB est perpendiculaire à la face ASC et par 
suite contient l'arê(e menée par S. La section faite par ce 
plan dans la face ASC est rabattue suivant mS^, et par suite 
Tarëte suivant S^D^ perpendiculaire à mS^ et égale à AB. 
Ce point D| relevé a pour projection horizontale le pied d 
de la perpendiculaire menée de D^ sur B« prolongé, et pour 
projection verticale le point dl situé à une distance de la 
ligne de terre égale à D^d. 

Les arêtes latérales des trois prismes demandés ont 
leurs projections horizontales égales à zi et respective- 
ment perpendiculaires aux traces horizontales des faces 
correspondantes. L'arête projetée en ke a pour projection 
verticale AV égale et parallèle à ^d'; les parallèles à 
x^ menées par H et t! contiennent les projections verti- 
cales de toutes les extrémités supérieures des arêtes ; ces 
projections sont donc déterminées. 

2* Le plan horizontal jfi( mené par le centre de gra- 
vité du tétraèdre, c'est-à-dire à une dislance du plan 
horizontal égale au quart de la hauteur, coupe une arête 
ke.K'ef au point r.i'^ Tarête SA. S'A' au point ^^, les 
faces SAC, efc suivant les droites % rg parallèles à Tarête 
horizontale commune AC. Les deux autres prismes sont 
coupes suivant des trapèzes dont les projections horizon- 
tales sont identiques au trapèze rtkg. 

Remabque. Il est facile de démontrer par le calcul que 
le point g se trouve sur le prolongement de la perpendi- 
culaire menée de A sur la ligne de terre; par suite, sa 
projection verticale g'^ qui est le point de rencontre àe(f .p 
et pY» <^s1 située en même temps sur la projection verti- 
cale de Tarête latérale menée par le point A ; on a donc 
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comme vérification sur le plaa vertical trois droites qui 
concourent en un même point. 

On a représenté le résultat en supposant enlevée la par- 
tie du solide supérieure au plan sécant p'g'. 

COMPOSmON DONNÉE AUX CANDIDATS A l'ÉGOLE DE UARINE 

EN 1867. 

25. Étant donné un parallélipipède placé d'une manière 
quelconque par rapport aux plans de projection et dont 
A, B, C représentent trois arêtes contignës^ on propose da- 
mener le parallélipipède par trois rotations successives : la 
première autour d'un axe vertical^ la deuxième autour d'un 
axe perpendiculaire au plan vertical^ la troisième autour 
dhm axe vertical , dans une position telle que les arêtes A 
et B soient parallèles au plan horizontal , et V arête C paral- 
lèle au plan vertical. 

SOLUTION. 

On construira d'abord une horizontale de la face déter- 
minée par les arêtes A et B ; on fera tourner la figure au- 
tour d'un axe vertical, de manière que celte horizontale 
devienne perpendiculaire au plan vertical ; dans cette 
position, le plan de la face des arêtes A et B sera perpen- 
diculaire au plan vertical. On pourra le rendre horizontal 
en faisant tourner la figure autour d*un axe perpendicu- 
laire au plan vertical d'une quantité angulaire égale à 
r angle de sa trace verticale avec la ligne de terre. Enfin 
on fera de nouveau tourner la figure autour d'un axe ver- 
lical, de manière que la projection horizontale de l'arêto C 
le vienne parallèle à la ligne de terre. 

Les trois axes peuvent avoir des positions quelconques. 
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^ Nous les prendrons tous trois passant par le point com- 
mun aux trois arêtes données, de sorte que ce point restera 
immobile dans les trois mouvements de rotation. 

Soient A. A', B.B', C.C'les trois droites données ayant 
pour extiémité commune le point n.n' et pour seconde 
extrémité : la 1" m.m'^ la 2* q.qfy^i la SV.r'. L'ho- 
rizontale de la face de A . A' et B.B' menée par m . m' a 
pour projection verticale m' gf' parallèle à la ligne de terre, 
elle rencontre B.B' au point 9.9" et a pour projection ho- 
rizontale mg. Si Ton fait tourner la figure de manière que 
nijr devienne perpendiculaire à la ligne de terre, le pied /de 
la perpendiculaire abaissée de n sur mg devient I^, situé 
sur la parallèle menée de n à la ligne de terre, et Tanglc 
My est Tangle du mouvement de rotation. Pour obtenir 
les positions nouvelles des extrémités m.m'^ q.q\ r.r', 
décrivons une circonférence de rayon quelconque du point 
m comme centre, et portons Tare a^ qui mesure langle 
bity sur cette circonférence, à partir de ses points de ren- 
contre avec nm^ ng, nr et dans le sens //^ ; en joignant les 
cxtrémilés au point n, on aura les projections horizontales 
desinrôtes dans la nouvelle position, et par suite les pro- 
jections des extrémités, puisque les projections horizon- 
tales sont restées à la même distance n et que les projec- 
tions verticales se sont transportées parallèlement a la 
ligne de terre. 

Comme vérification, les nouvelles projections n', m\, ç^ 
des extrémités de A. A' et B .B' sont en ligne droite, puis- 
que le plan de ces points est maintenant perpendiculaire 
au plan vertical. 

Si Ton fait tourner la figure autour de la perpendicu- 
laire au plan vertical mené par n . n', de manière à rendre 
horizontal le plan deA.A'etB.B',n'm\g\ devient n'm\q\ 
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parallèle à la ligne de terre ; langle m\n'm\ est Tangle 
du mouvement et on en déduit facilement la nouvelle posi- 
tion nV, de nV^. Il est facile de déduire de là les projec- 
tions m^.m't^ 9f9's) ff/td^s secondes extrémités de 
toutes les arêtes. 

Enfin si Ton fait tourner la figure autour de la verticale 
du point n.n\ de manière à rendre C.C parallèle au plan 
vertical, nr^ devient nr^\ U^^'^z ^st Tangle du mouvement. 
Au moyen de la circonférence déjà employée, on obtient 
facilement les projections des arêtes dans la nouvelle po- 
sition, et par suite les nouvelles projections m^,m\y 9s Y»» 
r^y^ des extrémités. Pour avoir la projection horizontale 
du parallélipipède, on construira le parallélogramme dé- 
terminé par nm^ et nç,, et par les sommets on mènera des 
droites égales et parallèles à nr^^ puis on joindra les extré- 
mités. 11 sera facile de déterminer la projection verticale 
limitée à deux parallèles à la ligne de terre. 

Remarque. La solution de ce problème est indiquée au 
dernier alinéa du paragraphe 144 de cet ouvrage. 

En effet, le plan des droites A et B devant être rendu 
horizontal, une perpendiculaire à ce plan devient verticale. 
On est donc ramené à ce problème : rendre une droite 
verticale par un double mouvement de rotation, Tun autour 
d'un axe vertical, l'autre autour d'un axe perpendiculaire 
u plan vertical. 

SUJET DE GOMPOSnriOlf DONNÉ Elf 1869 AUX CANDIDATS 

A L ÉCOLE NAVALE. 

26 . On donne la projection horizontale d'un parallélipipède 
rectangle et la projection verticale d*un sommet : constrmre 
la projection verticale du parallélipipède. 
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Soient abcd afi^c^d^ la projection horizontale donnée et 
a. a' le sommet qui fixe la position du parallélipipède. Le 
parallélipipëde devant èlre rectangle, Taréte projetée en 
aa^ est perpendiculaire au plan des deux arêtes proje- 
tées en ab et ad ; la perpendiculaire bm, menée de b sur 
aa^^ est donc la projection horizontale de l'horizontale 
de ce plan qui passe par le sommet B^; mab est la 
projection horizontale d'un triangle rectangle en A, 
qu'il est facile de rabattre en mAfi sur le plan hori- 
zontal de mbj au moyen d'une circonférence décrite sur 
mb comme diamètre ; A^ étant le rabattement du som- 
met projeté en a, on voit que le point A de l'espace est à 
une distance du plan du rabattement égale à aÂ„ côté de 
l'angle droit d'un triangle reclangle, dont A^/ est l'hypoté- 
nuse et al le second côté de l'angle droit ; on connaît donc 
la distance de a' à la projection verticale m'b' de mb 
(cette distance peut être portée dans un sens ou dans l'au- 
tre) ; on en déduit les projections verticales a'b' et a'm' ; 
on prolonge a'm' jusqu'à la rencontre (^ de la perpendi- 
culaire à xy menée par c, et Ton a ainsi les projections ver- 
ticales a!b\ af& de deux arêtes. 

Pour avoir la projection verticale de la troisième arête, 
qui passe par le point a.(^y on remarquera que cette arête 
perpendiculaire au plan des deux autres a sa projection 
verticale perpendiculaire à la trace verticale de ce plan ou 
à la projection verticale de toute droite de ce plan paral- 
lèle au plan vertical de projection. Menons la projection 
horizontale mn parallèle à xy d'une droite qui satisfait à 
cette condition; cette droite rencontre ab.cfb^ au point 
m.m\ oc.o'c' au point n.n'\ a'V perpendiculaire à m'n' est 
la projection verticale de la troisième arête qui passe par 
a.d et le sommet projeté en a^ donne la projection ver ti« 

13 
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calea'^. Il sufQra alors d'achever le parallélogramme dé- 
terminé par ab et ac et de mener par tous les sommets 
des droites égales et parallèles à a'a\; on aura ainsi tous 
les sommets de la projection verticale. 

SUJET DE GOMPOSrriON DONNÉ EN 1869 AUX CANDIDATS 

A SAINT-GTR. 

27. 1^ Un prisme droit a pour base un hexagone régulier. 
Le côté de la base vaut 31 miUimèires et la hauteur du 
prisme est quintuple du côté de la base. Une face latérale 
coïncide avec le plan horizontal de projection^ les arêtes laté- 
raies faisant avec la ligne de terre un angle de 30^. On 
demande de construire les projections de ce prisme. 

2* Soit le point milieu de Varéte latérale supérieure 
qui est le plus en avant du plan vertical. On considère les 
points situés sur les arêtes latérales et qui sont à la même 
distance du point o, distance égale au double du côté de la 
base; on joint chacun de ces points au point voisin situé sur 
r arête suivante ; on obtient ainsi une ligne polygonale tracée 
sur la surface du prisme. On demande de constmtre les pro- 
jections de cette ligne. 

!• Soit aa, (fig. 152) une arête latérale de la face 
qui est située sur le plan horîionfal ; nous avons vu com- 
raent, au moyen du rabattement «ftCDEF de la base menée 
par a, on peut obtenir les projections cbaf^ a'tVdVf 
d'une base et par suite la projection;;du prisme. 

2* Les points demandés, qui sont sur les arêtes à une 
distance égale à la diagonale aD, sont les points de ren- 
contre de ces arêles avec la sphère qui a pour centre o.o' 
et pour rayon aD. Cette sphère coupe le plan des arêtes 
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supérieures suivant une circonférence de grand cercle qui 
donne les quatre points a.a^p.p',Y.Y^3•3^' elle coupe 
le plan des deux arêtes situées & égales distances des faces 
supérieure et inférieure suivant la circonférence om.o'm\ 
qui donne les quatre points e.e^l^.!;',1Q.1Q^0.0'; enfin 
elle coupe le plan de la face inférieure, qui est le plan ho- 
rizontal suivant la circonférence on.o'n\ qui donne les 
trois points (jl • (ii', v . v', (o . a/. 

On remarquera que l'arête aa^ est à une distance du 
centre égale à aD, c'est-à-dire égale au rayon ; cette droite 
est donc tangente à la sphère ; voilà pourquoi on n'obtient 
qu'un point u>.a>' sur cette arête. 

En joignant les points obtenus comme l'indique 
l'énoncé, on obtient pour la ligne polygonale demandée 

wi3Ya£iitw05KY.<^VïVeVVô'î'P'tY. 

SU4ET DE COHPOSniON DONNÉ EN 1870 AUX CANDIDATS 

A SAINT-GTR. 

Planche 23, figure 103. 

28. Une pyramide régulière^ dont le sommet est S^ a pour 
base Ihexagone régulier ABCDEF. Chaque arête latérale 
vaut 127"", et chaque côté de la base 53"". La face latérale 
SAB est appliquée sur le plan horizontal de projectionj de 
manière que AB est perpendiculaire à la ligne de terre et le 
point A plus près de cette ligne que le point B. Cela posé on 
demande de construire : 

1^ Les projections de cette pyramide. 

V Les projections d'une seconde pyramide réguUère de 
même base que la première^ et dont les arêtes latérales sont 
Jes 2/5 de celles de la première^ le sommet de cette seconde 
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pyramide étant placé au delà de la bote commme par rap- 
port au sommet S. 

Z'^Les projections et la vraie grandeur de la section faite 
dans Pensemble des deux pyramides par un plan vertical 
mené par le point B et le poitU situé aux deux tiers de Parité 
SA à partir du point S* 

sournoR. 

1* La face SAB, dont on connaît les trois côtés, peut se 
tracer immédiatement en projection horizontale. Elle se 
projette verticalement sur la ligne de terre en S' (A'B'). 

Le côté ED de T hexagone opposé à AB est projeté verti- 
calement suivant un point situé à la distance S' (A'B') du 
point S', dont la projection verticale {E'ïï) se trouve sur 
un premier arc de cercle décrit de S' comme centre avec 
S' (A'B') comme rayon. 

D autre part, la distance (E'D') (A'B') est égale à la dis- 
tance vraie des côtés correspondants de Thex^gone eu au 
double de l'apothème rabattu en nuù autour de AB>comme 
charnière. Par conséquent (E'D'), se trouve sur un deuxième 
arc de cercle décrit de (A'B') comme centre avec mm^ 
= 2 nui) comme rayon. 

L'intersection de ces deux arcs de cercle donnera la 
projection verticale (E'D') et ensuite la projection horizon- 
tale ED, AEet BD, étant parallèles au plan vertical. 

Le milieu (FV) de (ATB') (ET)') est la projection verticale 
commune aux sommets F et C, d'où Ton passera à la 
projection horizontale en menant (F'G) o parallèle à AB, et 
portant de part et d'autre du point o, centre de Thexa- 
gone en projection horizontale, des longueurs oF, oc égales 
au rayon. Les projections de la première pyramide s'ob- 
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tiendront en joignant le sommet projeté en S, S' aux som- 
mets de riiexagone projetés en A, B, C, D, E, F et (A'B^), 
(CD'), (FC)- 

3* La deuiième pyramide demandée, étant régulière et 
de même base que la première, a même axe qu'elle ; 
donc, son sommet (S^,S/) se trouvera sur le prolonge- 
ment de la droite So, S' (F'C). 

U se trouve aussi sur un arc de cercle décrit de (A'B') 
comme centre avec la hauteur de la face S^ AB comme 
rayon. Un rabattement de cetfe face autour de AB comme 
charnière fournit immédiatement cette longueur en cm. 

L'intersection de la projection verticale S' (PC) de l'axe 

- et d'un arc de cercle décrit de (A'B') comme centre avec 

cm comme rayon, donnera la projection verticale S/ du 

sommet cherché, d'où la projection horizontale S^ ce qui 

détermine complètement la deuxième pyramide. 

5* Les projections (àBc,djfef)j (a'BV^d^lX^n de la 
section faite par le plan vertical BTR dans le solide formé 
par Tensemble des deux pyramides, et le rabattement 
(o^YSicef) de cette section sur le plan vertical, s'obtenaat 
exactement d'après les méthodes indiquées dans l'ouvrage, 
il semble inutile d'insister davantage. 

SDIET DE COUPOSinON DONIfÊ EN 1872 AUX GAIQIDATS 

A SAINT-CVR. 

Planche S3, figure 191. 

29. Une pyramide triangulaire SABC a sa base ABC ap- 
pliquée sur la partie antérieure du plan horizontal. V arête 
AB est parallèle à la ligne de ten^e^ et le sommet G, en avant 
de r arête AB. On donne en millimètres AD = AC = 116 
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DC = 147, SA= SB = se = 104. Cela posé, on demande 
de constmïre : 

1** La projection de la pyramide; 

2"^ Les projections de la section faite par un plan perpen 
dicuMre à rareté SA, mené par le point de cette arête situé 
au qtiart de sa longueur à partir du sommet S ; 

3* Les projections des points situés sur Varête SA, â^ot 
Von voit Varête BC sous un angle droit. 

soLtrrioK. 

1* Le triangle de base ABC se construit immédiate- 
ment d'après les données, puisqu'on en connaît les trois ' 
côtés. 

Les arêtes SA, SB, SC devant être égales, le sommet 
sera à la fois dans chacun des plans menés perpendicu- 
lairement à AB, AC, CB par les points milieux S, c, 13 de 
ses côtés. La projection horizontale du sommet S sera 
donc au point de rencontre des droites menées perpendi- 
culairement aux côtés de la base par 8, e, iq. U est bon de 
remarquer que, AB, AC étant égaux, la perpendiculaire 
igS au milieu de BC passera par le point A. 

La hauteur de la pyramide peut être considérée comme 
un des côtés de Tangle droit d'un triangle rectangle, dont 
S8 est Tautre côté, et dont l'hypoténuse est la hauteur 
de la face SAC (rabattue en AoC) ou oS. Le rabattement 
du triangle rectangle autour de SS comme charnière don- 
nera la hauteur cherchée Sa^ et permettra de construire 
les deux projections de la pyramide. 

2"" Soit 99 le point situé sur SA au quart de cette arête. 
Le plan mené perpendiculairement a celle-ci par ce point. 
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aura pour (race VT perpendiculaire à la projection hori- 
zontale SA. Cette trace coupe en f^, /"„ les traces horizon- 
tales AB, AC des faces SAB, SAC ; <ff^, <^f^ seront donc les 
projections des intersections du plan avec ces deux faces 
et 9^9, la droite d'intersection avec la troisième. La pro- 
jection verticale 9Vi?'i du. triangle d'intersection s'en dé- 
duit immédiatement. 

S"" Le lieu des points d*où l'on voit BG sous un angle 
droit est une sphère décrite avec (YjB=yjC) comme rayon. 
Les points d'intersection de Tarête SA avec cette sphère 
seront les points cherchés. Pour les trouver, il suffit de 
prendre les points où SA rencontre le cercle d'intersec- 
tion de son plan projetant avec la sphère. 

Pour cela on rabattra le plan projetant de SA autour 
de sa trace horizontale Ay;. Le rabattement de l'intersec- 
tion du plan et de la sphère étant un grand cercle, puis- 
que le plan passe par le centre % se trouve tout tracé ; 
c'est le cercle de contour apparent lui-même. Le rabatte- 
ment de SA est c^k. Donc, les rabattements des points cher- 
chés seront (a^ (a, qui, relevés, donneront les projections 
M„M', ; M„MV 

Remarque I. On a supposé enlevée la partie de la pyra- 
mide située au-dessus delà section. 

Remarque II. La trace YT du plan sécant étant perpen- 
diculaire à la projection horizontale SA, est parallèle à GB. 
Donc, l'intersection 9^9^ du plan et de la face est également 
parallèle à CB. 
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G0MP081TI01I DONNÉE AUX CANDIDATS A L^ÉGOtC NAYAU 

EH 1873 

30. Étant donné un plan dont la trace verticale fait un 
angle de 60'' avec la ligne de terre et dont la partie visi- 
ble de la trace horizontale fait un angle de ISO^^SO' avec 
la trace verticale, trouver les projections d'un cercle sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes : 

l"" Le plan du cercle est parallèle au plan donné et situé 
à 9"", 6 au-dessus de lui ; 

2^ Le centre du cercle est à 1 5"',9 en avant du plan ver- 
tical et à 18 mètres au-dessus du plan horizontal; 

S"" Le côté du pentagone régulier inscrit dans le cercle 
est égal à 6", 3. 

On construira les angles géométriquement. 

L'échellç du dessin sera de 3 mil., 333 par mètre. 

soLcnoii 

1* Construction des angles (fig. 195) : 

La trace verticale faisant avec la ligne de terre oX un 
angle égal à l'angle au centre de l'hexagone sera obtenue 
immédiatement en oV. 

La trace horizontale, faisant avec oV un angle égal à 
130^30' sera avec la perpendiculaire cIS' à oV un angle de 
40-30'. 

Mais, 4 X (40«30') = 162* 

= 180*^— 18* 
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Donc en prolongeant oV en oA et faisant avec oA un 
angle AoB égal à la moitié de l'angle au centre du déca- 
gone régulier ed^ on obtiendra comme angle supplémen- 
taire l'angle BoV de 162* dont le quart sera l'angle ToB. 

> 

La trace horizontale cherchée sera donc OU. 

On peut se servir des constructions déjà faites sur le 

cercle pour oblenir j)ar similitude le côté cp du pentagone 

donné et par conséquent le cercle demandé. 

2*" Si on reporte la figure VoXH parallèlement à elle- 
même en conservant oX comme ligne de terre, le premier 
plan de la question aura pour traces PoP. 

Le plan du cercle qui lui est parallèle et qui est situé 
à 9",6 au-dessus de lui aura pour traces (109) R^R'. 

L'horizontale du plan située à 18 mètres au-dessus du 
plan horizontal de projection sera abjU'b' et sera coupée 
par le plan parallèle au plan vertical de projection FG 
tracé à ib'^fi de celui-ci au point o,o' qui sera le centre 
du cercle cherché. 

On rabattra le point oo' en co autour de ^R comme char- 
nière; on décrira de ce point co comme centre le cercle 
T/yi égal au cercle précédemment obtenu. 

Le relèvement de ce cercle fournira les ellipses de pro- 
jection demandées. 

Pour obtenir la tangente parallèle à une direction don- 
née sur un des plans de projection, il suffira de mener 
par le centre oo' du cercle une droite parallèle à la direc- 
lion, de prendre le rabattement de cette droite autour de 
^R et de mener au cercle rabattu deux tangentes parallè- 
les à la direction ainsi trouvée. 

Le relèvement de ces deux tangentes et de leurs pointf^ 
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de contact donnera les tangentes et les points de contact 
cherchés sur les plans de projection. 

On pourra dans quelques cas se servir avantageusement 
pour effectuer le relèvement du point de contact du dia- 
mètre joignant ces deux points, ou de toute autre droite 
passant par le centre et s'appuyant sur les deux tan- 
gentes. 

On a déterminé sur la figure les tangentes perpendicu- 
laires à la ligne de terre et les axes de chacune des ellip- 
ses de projection. 



APPENDICE 

A L USAGE DES CANDIDATS A L'ÉCOLE DE SAINT-GTR. 



PREMIÈRE LEÇON- 
DES LIGNES COURBES ET DE LEURS TANGENTES. 



1. Toute ligne qui n'est pas droite, ou composée de lignes 
droites, est une ligne courbe. 

Lorsqu'une ligne courbe a tous ses points contenus dans un 
seul et même plan, elle est appelée courbe plane. Exemple : le 
cercle, Tellipse. 

Dans tous les autres cas elle est appelée courbe gauche ou à 
double courbure. Exemple: Thélice. 

2. Soit AB, une droite coupant une courbe quelconque aux 
points À et B. Si on fait tourner la sêciinte AB autour du point A 
comme pivot, de façon à diminuer de plus en plus la longueur 
AB, il arrive un moment où le point B se rapprochant con- 
stamment du point A, finit par se confondre avec lui. La 
droite AB est, dans cette position limite, la tangente à la courbe 
au point A. . 

Deux courbes sont tangentes en un points quand en ce point 
ores ont la même tangente. 



204 GÉOUÉTniE DESCHIPTIVE. 

GÉNÉRALITÉS SUR LES SURFACES. 

5. Une surface est la limite d*un corps. 

On conçoit une surface indépendamment du corps qu'elle 
limite. 

On distingue deux sortes de surfaces : 1® celles dont tous les 
points sont assujettis à certaines lois déterminées et qu'on ap- 
pelle surfaces géométriques ; 2* celles dont les points ne sont 
liés entre eux par aucune relation, comme les surfaces de ter- 
rain, et qu'on appelle surfaces topographiques. 

Nous nous occuperons exclusiYement des premières. 

4. Toute- surface géométrique peut être considérée comme 
engendrée par une ligne, droite ou courbe, appelée génératrice^ 
qui se meut d'après certaines lois déterminées en changeant 
quelquefois de forme en même temps que de position. 

Généralement la génératrice se meut en s'appuyant sur cer- 
taines lignes fixes qu'on appelle directrices. 

La condition pour la génératnce de s'appuyer sur une ligne 
fixe est quelquefois remplacée par celle de s'appuyer sur une 
surface ou de satisfaire à toute autre condition. 

5. Une surface cylindrique^ ou simplement un cylindre^ est 
une surface engendrée par une droite AB (fig. 197), assujettie â 
se mouvoir en s'appuyant sur une ligne donnée EF et k rester 
constamment parallèle à une droite donnée CD. 

Le plan est un cas particulier des surfaces cylindriques ; il 
suffit» en effet, pour qu'une surface cylindrique se réduise à on 
plan, que la directrice soit une ligne droite ou une courbe 
plane, dont le plan est parallèle à la direction donnée CD. 

6. Une surface conique, ou simplement un cône, est une sur- 
face engendrée par une droite assujettie à se mouvoir en s'ap* 
puyant sur une ligne donnée CD (fig. 198) et à passer constam- 
ment par un point fiie A, appelé sommet du cône. 

Le plan est un cas particulier des surfaces coniques ; il suffit, 
en effet, pour qu'une surface conique se réduise à un plan, que 
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la directrice soit une ligne droite quelconque ou une courbe 
située dans un même plan avec le sommet. 

Remabqoe.^ Les génératrices sont supposées prolongées, indé- 
finiment dans les deux sens ; les deux parties de la surface si- 
tuées de différents côtés du sommet sont appelées les deux 
nappes du cOne. 

7. D'une manière générale, une 9ttr/hcer^igfZ^e est une surlace 
susceptible d'être engendrée par une ligne droite. 

Soient trois lignes quelconques A, B et G (fig. 200), on peut les 
considérer comme déterminant généralement une surface ré- 
glée. Pour le démontrer, il suffit de faire voir que si l'on prend 
un point quelconque sur Tune des trois lignes A, B et G, il est 
possible, en général, de mener par ce point un nombre limité 
de droites s'appuyant sur les deux autres. Les courbes A, B, G 
sont nommées courbes directrices ou simplement directrices. 

Soit H un point quelconque de A, concevons deux cônes, 
ayant ce point M pour sommet commun et pour directrices 
respectives les lignes B et G ; ces deux cônes de même sommet 
auront généralement une ou plusieurs génératrices communes 
telles que MNP ; ces droites passeront par le point M de A et 
s'appuieront sur les lignes B et G situées sur les deux cônes. 

Les directrices A, B, G peuvent être des lignes courbes ou 
droites; elles peuvent être remplacées par des surfaces appelées 
surfaces directrices^ sur lesquelles doivent s'appuyer les jgéhé- 
ratrices. Dans quelques surfaces les génératrices au lieu d'être 
assujetties à s'appuyer sur trois courbes ou surfaces, sont as- 
treintes à rester parallèles à un plan donné appelé plan direc^ 
teur^. 

Parmi les surfaces réglées, celles qui peuvent être déroulées 
de manière à s'appliquer sur un plan sans déchirure ni dupli- 
cature, prennent le nom de surfaces dévehppables. 

Le cylindre et le cône sont des surfaces réglées dévelop- 
pabU 



^ Toute surfaee réglée peut être considérée coinme ayant pour direc- 
trices trois lignes telles que k, B, G (fig. ^0), car on peut prendre pour 
directrices (rois Ugnes quelconques tracées sur la surface et renoontraut 
toutes les génératrices rectilignes. 
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8. Une surface de révolution est yne surface engendrée par 
, la réTolution entière d'une ligne quelconque i&BC (fig. 199) au- 
tour d'une droite fixe DE appelée €ute. 

Dans ce mouvement autour de l'axe DE un point H quelcon- 
que de la génératrice ABC décrit une circonférence dont le 
centre est le pied de la perpendiculaire MO abaissée du point 
H sur DE et dont le rayon est la distance MO de ce point à Taxe. 
La circonférence décrite par chacun des points de la génératrice 
est dite un parallèle de la surface de révolution. 

On voit que les plans de tous les parallèles, étant perpen- 
diculaires à l'axe, sont parallèles entre eux. 

9. Si Ton trace sur une surface de révolution une ligne quel- 
conque GH (fig. 199) qui rencontre tous les parallèles, on peut 
prendre cette ligne pour génératrice de la surface, carie pa- 
rallèle engendré par un point quelconque H| de celte ligne GH 
coïncide avec celui qui est engendré par le point M, où il ren- 
contre la génératrice ÂBC. 

10. Si l'on coupe une surface de révolution par un plan quel- 
conque passant par Taxe, on obtient pour section une courbe 
appelée méridien^ que l'on prend 'généralement pour génératrice 
-de la surface. 

11. Tous les méridiens sont identiques, car si Ton fait tour- 
ner l'un d'eux autour de Taxe, il coïncide successivement avec 
tous les autres. Quand l'axe est parallèle au plan vertical de 
projection, on appelle méridien principal le méridien parallèle 
à ce plan vertical. 

12. Tous les plans des méridiens sont perpendiculaires à 
ceux des parallèles, puisqu'ils sont conduits suivant l'axe, au- 
quel tous les plans des parallèles sont perpendiculaires. 

13. On peut considérer une surface de révolution comme en- 
gendrée par une circonférence OM (Og. 199), dont le plan reste 
perpendiculaire à une droite fixe DE, dont le centre se meut 
sur cette droite et dont le rayon varie de manière qu*elle s'ap- 
puie constamment sur une lig^e fixe ABC. 
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14. Les surfaces de révolution prennent des noms différents 
suWant les courbes méridiennes qui leur servent de généra^ 
irices. 

Un ellipsoïde de re'volution est la surface engendrée par une 
ellipse tournant autour d*un de ses axes. 

L*eIIipsoide est allongé ou aplati selon que Tellipse tourne 
lutour de son grand ou de son petit axe. 

Un hyperbolcïde de révolution est la surface engendrée par 
une hyperbole tournant autour d'un de ses axes. 

L*hyperboloide est à deux nappes ou à une nappe éelon que 
rhyperbole tourne autour de l'axe transverse ou de l'axe per- 
pendiculaire à ce dernier. 

Un paraholoxde de révolution est la surface engendrée par urc 
parabole tournant autour de son axe. 

La sphère est une surface de révolution qui a pour axe un 
quelconque de ses diamètres. 



PniNCIPES SUR LES PLANS TANGENTS. 

PR0PRI£T<» REIUilQ1IAIU.B8 DES PLAMS TAK0BNT8 AUX SURFACBS COXIQUES 
ET CTLDIBRIQDES. — CONTO0R8 APPARESTt. 



DEFinmoN. 

i5. Si Ton trace sur une surface» par un quelconque H de 
ses points (fig. 201), autant de courbes que Ion veut, les tan- 
gentes menées par le point M à ces courbes sont situées dans 
un même plan qu'on appelle le plan tangent à la surface au 
point H. 

Les tangentes MT, HR menées par H à deux quelconques A 
et 6 de ces courbes déterminent un plan ; il faut donc démon- 
trer que si par le point H on mène une troisième courbe quel- 
tonque G sur la surface, la tangente HS menée par H à cette 
>oisième courbe est située dans le même plan. 

Considérons A et B comme directrices et C comme géné- 
ratrice de la surface (G pouvant changer de forme en même 
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temps que de position) ; soit Q une position de la génératrice 
assez voisine de la position C pour que C^ rencontre À etB ; 
soient E et F les points de rencontre ; joignons HE, MF et EF ; 
lorsque la courbe Q se rapprochera de G, en engendrant la sur- 
face, la sécante ME tendra à devenir la tangente HT, la sécante 
HF tendra à devenir la tangente HR et la position limite du 
plan UEF sera le plan des deux tangentes HT, MR ; la droite EF 
qui joint deux points voisins de la courbe G reste toujours dans 
le plan mobile MEF et, par suite, à la limite, elle est dans le 
plan des deux tangentes HT, UR ; or, à la limite, les deux points 
£ et F, de la courbe C^, se confondent en H sur la courbe C, 
et la position limite de la corde EF est généralement la tan- 
gente US menée au point H à la courbe G , donc la tangente MS 
est dans le plan des tangentes UT, HR ^. 

16. Corollaire I. D'après ce qui précède, pour mener un 
plan qui touche une surface en un point donné, il suffit de 
mener par le point les tangentes à deux lignes quelconques tra- 
cées sur la surface et passant par le point, le plan de ces deux 
tangentes est le plan tangent cherché. 

Dans la pratique, il convient de choisir deux lignes aux- 
quelles il soit facile de mener des tangentes; si la surface ad- 
met des génératrices rectilignes, on les emploiera générale- 
ment, puisque une droite est à elle-même sa tangente. 

17. Corollaire II. Si Von coupe une surface et un plan qui 
lui est tangent par un plan quelconque passant par le point de 
contact^ les deux lignes d'intersection sont tangentes entre elles. 

En effet, la tangente menée par le point de contact à la 
courbe d'intersection est située à la fois dans le plan de la courbe 
qui est le plan sécant et dans le plan tangent ft la surface (15) ; 

* Cette démonstration exige que l'on admette que la position limite 
d*une sécante dont les points de rencontre avec une courbe se rapprochent 
indéfiniment lorsque ia courbe peut changer de forme en même tempe que 
de position est une tangente. Cela a lieu généralement. Dans les cas parti- 
culiers où cela n*a pas lieu, le théorème énoncé cesse d'être vrai ; c'est ce 
qui arrive toutes les fois que la génératrice change brusquement de forme 
lorsque les points de rencontre se confondent. — Pour une démonstration 
plus rigoureuse de ce principe, voir la Géométrie analytique de MU. Briot 
et Bouquet. 
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elle est donc l'intersection de ces deux plans ; donc si Ton veut 
mener la tangente en uti point de la courbe d'intersection d!une 
surface et d'un plan, il çufGt de mener en ce point le plan tan- 
gent à la surface et de chercher l'intersection de ce plan tan- 
gent avec le point sécant. 

i8. CoROLLAiRB IIL Si l'ou veut mener la tangente en un 
point de l'intersection de deux surfaces, comme cette tangente 
est située dans les plans tangents menés aux deux surfaces par 
le point considéré» elle est l'intersection de ces deux plans. 

DÉFINITION. 

19. La perpendiculaire menée à un plan tangent à une sur- 
face par le point de contact est dite normale à la surface en ce 
point. Tout plan passant par la normale à une surface en un 
point est appelé plan normal au point considéré. 

THiORàMB. 

20. La tangente en un point de Vintersection de deux surface» 
est perpendiculaire au plan des normales menées par ce point ' 

aux deux surfaces. 

En effet, le plan des deux normales est perpendiculaire à lai 
fois aux deux plans tangente et, par suite, à leur intersection 
qui est la tangente. 

THÉORÈVB. 

21. Tout plan MN (fig. 202) tangent à un cylindre, en un point 
quelconque A, est tangent tout le long de la génératrice AB qui 

passe par ce point. 

Soit P un point quelconque de la génératrice qui passe par le 
point A ; menons par le point P une courbe quelconque PR sur 
la surface du cylindre et la tangente PF à cette courbe, il sufOt 
de démontrer que PF est dans le plan tangent MN, puisque le 
, plan tangent en P est déterminé par celte tangente PF et la 
généralrice AP. Par le point A, où le plan MiN est supposé tan- 
gent au cylindre, traçons une courbe quelconque AC sur 1» 
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8urfac6, la tangente AT à cette courbe est dans le plan HN (15). 
Menons une génératrice DE du cylindre, assez Toisine de AP 
pour qu'elle coupe les courbes AG et PR ; soient D et Ë les points 
de rencontre; joignons AD et PË; si Ion fait tourner le plan 
APED autour de âP de manière que le point D se rapproche in- 
définiment du point A, DE se rapproche indéfiniment de AP et 
le point E tend à se confondre avec le point P en même temps 
que le point D avec le point A ; à la limite, la sécante AD de- 
vient la tangente AT ; le plan APED se confond avec le plan de 
AP et de AT ou le plan tangent HN ; la sécante PE devient la 
tangente PF à PR, et comme PE est toujours situé dans le plan 
APED, à la limite, la tangente PF est située dans le plan tangent 

HN. G. Q. F. D. 

La génératrice AB est dite génératrice de conlacL 

22. Remarque. Tout plan tangent à un cylindre contenant une 
génératrice est parallèle â la direction générale des génératrices. 

23. On démontrerait tout à fait de la même manière que 
tout plan tatigent à un cône en un point quelconque est tangent 
tout lé long de la génératrice qui passe par ce point. Cette gêné" 
ratifiée est dite génératrice de contact ^. 

24. Remarque. Tout plan tangent à un c^ne passe par le 
sommet, puisqu'il contient une génératrice de la surface. 

THÉORÈME. 

25. Si une courbe A (fig. 205) et une droite BG sont tangentes 
entre elles^ leurs projections a et bc sur un plan quelconque HN 
S0nt aussi tangentes entre elles. 

En effet, a et bc sont les sections faites par le plan HN dans 
le cylindre projetant de A et dans le plan projetant de BC. Or 
le plan projetant de BG est tangent en B au cylindre projetant 
da A, car ce plan est mené suivant BG tangente à A et la pro- 

* Ce principe s'applique encore aux surfilées réglées développables et se 
lémontre de la même manière. 
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jetante Vb génératrice du cylindre (15), il est donc aussi tan- 
gent à ce cylindre au point b (21), donc be est tangent à a (17). 

36. ExcBpnos. Il y a exception dans le cas où la tan^^ente à 
la courbe A est perpendiculaire au plan de projection MN» car 
alors la projection de cette droite, se réduisant à un point, ne 
donne plus la tangente à la projection delà courbe. 

27. CoROLLAiRB. Dûtix coutbes tangentes dans Vespace ont 
leurs projections sur un même plan tangentes entre elles ; icar 
la tangente commune dans l'espace se projette suivant une 
tangente commune aux projections des deux courbes au même 
point (25). Il y a exception quand la tangente commune est 
perpendiculaire au plan de projection^. 

CORTOUR ÂPPAREIIT D*DNB SURFÀGB. 

28. Soient une surface B (flg. 204) et A un point où Toeil d'un 
spectateur est supposé placé pour regarder B; si Ton mène du 
point A un plan tangent à la surface et si Ton conçoit que ce 
plan tourne autour de la surface B, étant assujetti à lui rester 
toujours tangent et à passer par le point A, le point M de con- 
tact engendrera une courbe MiNR qui sera sur la surface la ligne 
de séparation de la partie que l'œil aperçoit de celle qui lui 
est cachée ; cette ligne est dite ligne de contour apparent de 
la surface relativement au point A. 

29. En chacun des points de cette courbe, le plan tangent à 
la surface est déterminé par la tangente à la courbe en ce point 
et la droite qui joint ce point au point A ; ce sont ces deux 
mêmes droites qui déterminent le plan tangent au cône qui a 
cette courbe pour directrice et le point A pour sommet ; ce cône 
est dit circonscrit à la surface ; donc, en tout point de la courbe 

* Les principes 25 et 27 sont encore vrais lorsque les projeclions, au 
lieu d'être ortli< •gonfles» sont obliques ou coniques, c'est-à-dire quand les 
projetantes sont parallèles à une droite donnée ou issues d'un poiut 
donné. Ils sont encore vrais dans le cas des projections gauches. -^ On 
appelle projection gauche d'un point sur un plan par rapport à une dreito 
le point de rencontre du plan avec la perpendiculaire menée du point sur 
la droite. 
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commune, la surface et le cAne circonscrit ont môme plan 
tangent. 

50. Quand le point A s'éloigne indéfiniment, le cône se trans- 
forme en un cylindre circonscrit^ et Ton voit, comme dans le 
cas précédent, qu'en tout point de la courbe de contact la sur- 
face et le cylindre circonscrit ont même plan tangent. 

31. Une surface a une infinité de lignes de contour appa- 
rent, puisque la position du sommet du cône ou la direction 
des génératrices du cylindre circonscrit peut être quelconque. 
Quand on parle d'une ligne de contour apparent d'une surface, 
on doit donc indiquer par rapport à quel point ou quelle direc^ 
tion on la considère. 

52. Le contour apparent d*une surface par. rapport à un 
plan quelconque est la trace, sur ce plan, du cône ou du cy- 
lindre circonscrit suivant une ligne de contour apparent. Dans 
ce qui suit, nous appellerons contour apparent horizontal d*une 
surface la trace horizontale du cyhndre vertical circonscrit à 
cette surface, et contour apparent vertical la trace verticale du 
cylindre circonscrit perpendiculaire au plan vertical de pro- 
jection. 

33. La ligne de contour apparent d'une sphère par rapport 
à une direction quelconque est toujours une circonférence de 
grand cercle (1~ partie, 173); sa ligne de contour apparent 
par rapport à un point est un petit cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à la droite qui joint le centre à ce point (1'* partie, 
170); les contours apparents d*une sphère sur les plans de 
projection sont des circonférences égales à une circonférence 
de grand cercle (52). 

54. Les lignes de contour apparent des cAnes et des cylindres ' 
sont toujours des lignes droites génératrices de la surface, 
puisque tout plan tangent en un point de chacune de ces sur- 
faces est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce 
point (21 et 23) ; les contours apparents de ces surfaces sur ces 
plans de projection sont des droites traces des plans tangents 
perpendiculaires à ces plans de projection. 
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UODE DB REPRESENTATION d'unE SURFACE. 

55. Bien quune surface soit complètement déterminée par 
les projections de ses direcirices, celles d'une génératrice et 
la loi de génération, il convient, pour faciliter la lecture, do 
représenter les surfaces d'une manière qui fasse image ; on les 
figure ordinairement au moyen de leurs contours apparents 
sur les plans de projection (32) K 

56. Reharqcb. Tout plan PQ (Og. 205) tangent à une surface 
A en un point quelconque B de sa ligne de contour apparent 
par rapport aux perpendiculaires à un plan UN est tangent au 
cylindre circonscrit suivant cette ligne (30), et par suite sa 
trace CD sur UN est tangente à la trace bf du cylindre sur le 
même plan (17), c*esl-à-dire au contour apparent. 

théobène. 

37. Toute ligne BB (fig. SOS) tracée sur une surface k^ et qui 
rencontre la ligne de contour apparent de cette surface par rap^ 
port à un plan de projection MN, a sa projection be sur ce plan 
tangente au contour apparent bî de la surface sur le même 
plan. 

En effet, les tangentes en B à la courbe BB et à la ligne de 
rontour apparent sont toutes deux situées dans le plan tangent 
à la surface au point B, plan qui est perpendiculaire au plan 
HN ; ces deux tangentes ont donc même projection CD tangente 
en b k bf(Z6) et à be (25), les lignes bf et 6e sont donc tan- 
gentes entre elles. 

Ainsi, si un cône ou un cylindre est rencontré par un plan 
coupant toutes les génératrices, la section déterminée par ce 

Allyadescasoùle contour apparent d'une surraoe snr un plan donné 
de projection ne saurait exister. Ainsi un cône de révolution, dont la base 
repose sur le plan horiiontal de projection, ne peut admettre de plans tan- 
gents verticaui, par conséquent de contour apparent sur ce plan. 

Dans ces cas particuliers, on doit se contenter de représenter les surfaces 
par les éléments qui les déterminent Dans le cas du c6ne pris pour 
exemple, on représentera simplement sur le plan horizontal de projection 
U ciroonféienod de base et la projection lioriiontale du sommet. 
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plan aura ses projections tangentes aux génératrices de contour 
apparent du cône ou du cylindre; si quelques génératrices 
n'étaient pas rencontrées par le plan, ce fait n'aurait plus lieu 
d'une manière générale, car parmi les génératrices non ren- 
contrées pourraient se trouver les génératrices de contour ap- 
parent correspondant aux plans de projection donnés. 

38. Exception. Quand la tangente & la courbe EB au point 
B est perpendiculaire au plan de projection HN, sa projection 
ne donne plus la tangente à la projection be de la courbe; on 
ne peut donc plus conclure que be et bf ont même tangente. 

Lorsque la courbe considérée est une courbe plane dont le 
plan est perpendiculaire à un plan de projection, sa projection 
sur le plan de projection se réduit à la trace du plan. 

59. Corollaire. On voit que le contour apparent d'une eurface eur 
un plan quelœnque est Venveloppe des projections sur ce plan des 
lignes tracées sur la surface. 

Si Ton considère, par exemple, une surface réglée, pour obtenir 
son contour apparent sur un plan quelconque, on projettera sur ce 
plan un nombre surfisant de génératrices et l'on tracera la courbe en- 
veloppe de ces projections. 

THÉORÈME. 

40. Si deux surfaces K et Bout même plan tangent en cha- 
que point d'une courbe commune CD (fig. 206) ^ les contours 
apparents de A et B sur un plan quelconque HN sont tangents 
entre eux. 

En effet, la projection cd de la courbe commune CD sur le 
plan HN est tangente à la fois au contour apparent ef de A et 
au contour apparent kl de B (37) : il suffit donc de démontrer 
que efei kl sont tangents à cd au même point. Or, pour cha- 
cune de ces courbes, le point de contact g avec cd est la pro- 
jection du point G de rencontre de la courbe correspondante 
avec la courbe commune CD, point qui est le même pour les 

* On a vu (Impartie, 171^72) qu'il existe des surfaces remplissant celte 
condition. 
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deux surfaces, puisqu*eu ce point de CD le plan tangent à Tune 
des surfaces est perpendiculaire à MN et est par hypothèse 
tangent à l'autre surface au même point; ce point appartient 
donc à la fois aux doux lignes de contact EF, KL^. 

Cette démonstration suppose que la courbe commune CD 
rencontre la ligne de contour apparent de l'une des surfaces 
et par suite celle de Vautre; elle suppose également qu'aucune 
des tangentes menées en G aux trois courbes CD, EF, KL, n'est 
perpendiculaire au plan MN. 

41. Corollaire. Quand on pourra inscrire dans une surface donnée 
d^autres surfaces pour lesquelles il sera facile de déterminer les con- 
tours apparents sur un plan quelconque, Tenveloppe de ces contours 
donnera sur ce plan le contour apparent de la surface considérée. 

Si, par exemple, une surface est Tenveloppe de sphères, comme le 
contour apparent d'une sphère sur un plan quelconque est une cir- 
conférence, on pourra obtenir facilement sur un plan quelconque le 
contour apparent de la surface. 

42. On peut facilement, au moyen du théorème précédent, 
trouver sur un plan quelconque le contour apparent cTtm cône 
de révolution dont ow donne Vaxe et V angle des génératrice»^ 
avec Vaxe. 

En effet, si l'on prend sur l'axe un point quelconque, et si 
l'on détermine, au moyen de la distance de ce point au sommet 
et de l'angle donné, le rayon de la sphère inscrite dans le cône 
et dont ce point est le centre, on aura immédiatement les cir* 
conférences, contours apparents de la sphère sur les deux plans, 
de projection ; celle sphère et le cône ayant dans l'espace mê- 
mes plans tangents, suivant le petit cercle de contact, les droites 
de contour apparent du cône seront tangentes aux cercles de 
contour apparent de la sphère ; il suffira, pour les obtenir, de- 
mener dans chacun des plans de projection des tangentes aa 
cercle contour apparent de la sphère passant par la projection 
correspondante du sommet du cône. 

* Ce principe et les précédents sont encore trais quand, au lieu de pro- 
jections orthogonales, on considère des projections obUques, coniques oo- 
gauches; on tes démontre tout à fait de la même manière. 



DEUXIÈME LEÇON. 



PLANS TANGENTS AU GTUNDRE ET AU CÔNE. 



4S. Mener à un cylindre A (fig. 207) un plan tangent par un 
point H de la surface. 

Le plan tangent en M au cylindre est tangent tout le long de 
la génératrice HB qui passe par ce point (21), il est donc tan- 
gent au point B où elle rencontre la directrice donnée G; en ce 
point B, le plan tangent est déternainé par la génératrice MB 
et la tangente BD à la directrice. 

44. Mener à un cylindre A (fig. 207) tm plan langent par un 
point P extérieur à la surface^. 

« 

Menons par le point P une parallèle PD aux génératrices du 
cylindre, cette parallèle est située dans le plan tangent cher- 
ché (22); soit D le point où cette droite rencontre le plan de 
la directrice G, Tintersection de ce plan et du plan tangent 
cherché passe par ce point D et elle est tangente à la directrice 
C (17); soit DB cette tangente; le plan dé PD et de DB est le 
plan tangent cherché. 11 y a autant de solutions qqa l'on peut 
mener de tangentes du point D à la directrice G. 

* Mous supposerons, dans les solutions des difTérents problèmes relaiits 
aux plans tangents au cylindre et au c6ne, que la courbe dlréctiice de la 
surface est une courbe plane; si cette condition n'était pas remplie, il fau- 
drait substituer à la courbe donnée une autre courbe obtenue en joignant 
les points de rencontre d'un pian avec un nombre sufiisant de génératrices. 
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45. Mener à un cylindre k (fig. 207) un plan tangent parallèle 
à une droite donnée NR. 

Menons par un point quelconque une parallèle OE aux gé- 
nératrices du cylindre et une parallèle OF à la droite donnée 
NR, ce plan est parallèle au plan tangent cherché (22) ; soitEF 
la droite suivant laquelle il est coupé par le plan de la direc- 
trice G; le plan tangent cherché sera coupé par ce même plan 
suivant une droite BD parallèle à EF et tangente à la directrice 
(17) ; le plan de cette tangente et de la génératrice de contact 
BM est le plan tangent cherché. 

U y a autant de solutions qu'on peut mener à G de tiyigentes 
parallèles à EF. 

46. Mènera un cane A (fig. 308) un plan tangent par un point 
Udela surface. 

Le plan tangent en M au cône est tangent tout le long de la 
génératrice SH qui passe par ce point (23) ; il est donc tangent 
au point B où elle rencontre la directrice donnée G ; en ce 
point B, le plan tangent est déterminé par la génératrice de 
contact MB et la tangente BD à la directrice. 

• 

47 . Mener à un cône A (fig. 208) un plan tangent par un point 
P extérieur à la surface. 

Joignons le point P au sommet S du cône, la droite SP est 
située dans le plan tangent cherché (24) ; soit D le point où 
cette droite rencontre le plan de la directrice G; Tintersection 
de ce plan et du plan tangent cherché, passe par ce point D et 
elle est tangente à la directrice G (17). Soit DB cette tangente, 
le plan de PD et de DB est le plan tangent cherché. 

Il y a autant de solutions qu'on peut mener de tangentes du 
point D à la directrice G. 

48. Mener à un cdne A (fig. 208) un plan tangent parallèle 
à une droite donnée NR. 

On mènera par le sommet S du cdne une parallèle SD à la 
droite donnée NR ; celte parallèle sera située dans le plan tan- 
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gent cherché (24) ; on achèvera les conslructions comme dans 
le problème précédent. 

49. Épure du plan tangent mené à un cylindre par un point 
de la surface. 

Soient Â (fig. 209) la directrice du cylindre située sur le plan 
horizontal de projection, a. a la direction des génératrices et 
m la projection horizontale d un point de la surface par lequd 
on se propose de mener le plan tangent. Construisons d'abord 
les contours apparents du cylindre. Le contour apparent hori- 
zontal se compose des traces horizontales des plans tangents 
verticaux (34) ; ces traces sont les droites cd, c^d^ tangentes 
à A (17) et parallèles à la projection horizontale a. Le contour 
apparent vertical se compose des traces verticales des plans 
tangents perpendiculaires au plan vertical. Les traces horizon- 
tales de ces plans sont les tangentes gg*. If k k (17) perpendi- 
culaires â la ligne de terre; leurs traces verticales g^/r', VV sont 
parallèles à la projection verticale J ^. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la projection ver- 
ticale du point de la surface projeté horizontalement en m. La 
génératrice, qui passe par ce point, a pour projection horizon- 
tale mpp^ parallèle â a, qui rencontre A en p et p^. Selon que 
l'on considérera p ou p^ comme la trace horizontale de cette 
génératrice, on aura p'm' ou p\m\ pour la projection verticale 
correspondante, et à la projection horizontale m correspondront 
deux projections verticales m' et m\. 

Construisons le plan tangent au point m.m/ situé sur la gé- 
nératrice mp . nt^'pi ; ce plan est tangent au cylindre au point 
Pi-p'ii où la génératrice qui passe par m.nii' rencontre la di- 
rectrice A ; il est donc déterminé par la génératrice mp^.m^'p^ 
et la tangente Rpip à A (45) ; comme cette tangente est située 
dans le plan horizontal de projection, elle est la trace horizon- 
tale du plan cherché, et le point p de rencontre avec la ligne de 



< Le cylindre est représenté limité à un plan horifontal kfh'; la base 
supérieure identique à A est projetée en vraie grandeur suivant la circon- 
férence kb; mais on peut par la pensée supposer le cylindre prolongé 
iuUéiiniœent. 



GËOUÊTRIE DESCRIPTIVE. 310 

terre est un point de la trace verticale. On obtient cette seconde 
trace pR^ soit en cherchant la trace verticale vl de la génératrice 
de contact, soit en déterminant la trace verticale v' d'une hori* 
zontale du plan menée par un point quelconque de cette géné- 
ratrice. Sur la figure, cette horizontale du plan a été menée par 
Iç point donné m.m^. 

Le point m.m' donne un second plan tangent Q7O1 ; comme 
vérification, Tintersection eféf de ce plan et du p]an RpR^ doit 
être parallèle aux génératrices. 

50. Épure du plan tangent mené à un qflindre par un point 
extérieur. 

Soient donnés le même cylindre que dans l'exemple précé- 
dent (fig. 209) et le point 0,0' par lequel on se propose de mener 
le plan tangent. Menons par o.d la droite oe,o'é parallèle à a.a'\ 
cette parallèle est située dans le plan tangent cherché et la tan- 
gente ep menée de sa trace horizontale e à Â est une droite de 
ce plan (44) ; cette droite étant située dans le plan horizontal 
de projection est la trace horizontale du plan cherché ; on en 
déduit facilement la trace verticale yQ^. 11 y a sur la figure con- 
sidérée deux solutions Q71Q, Rf>Ri, parce que du point e on peut 
mener deux tangentes ep, ep^k k. 

51 . Épure du plan tangent mené à un cylindre parallHement 
à une droite donnée. 

Soient encore le même cylindre que dans les deux problèmes 
précédents (Hg. 209) et it.i'tf la droite donnée ; par un point 
quelconque ùi' de itf.i'l! menons une parallèle ih.fh' aux gé- 
nératrices du cytindre, et par ces deux droites faisons passer un 
plnn ; les traces uA, ua^ de ce plan sont parallèles aux traces 
du plan cherché (45) ; comme la trace horizontale est tangente 
à A, il est facile alors d'achever les constructions. Comme dans 
le cas précédent le problème admet deux solutions. Une seule 
RpRi a été figurée sur l'épure. 

52. Épure du plan tangent mené à un cône par un point de la 
iurface. 
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Soient A (fig. 210) la directrice du cdne située dans le plan 
horizontal de projection, ».^ le sommet et m la projection ho- 
rizontale d un point de la surface par lequel on se propose de 
mener le plan tangent. Construisons d*abord comme pour le 
cylindre les contours apparents du cône ; sur le plan horizon- 
tal ces lignes traces horizontales des plans tangents yertfcaux 
(54), sont les tangentes »c, id menées de « à A ; sur le plan ver- 
tical ces lignes sont les traces verticales des plans tangents 
perpendiéulaires au plan vertical (34) ; pour les déterminer il 
suffit de mener à A les tangentes bb\ ff perpendiculaires à la 
ligne de terre et de joindre les pieds V^ f de ces perpendicu- 
laires à la projection verticale s' du sommet. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la projection ver- 
ticale du point de la surface projeté horizontalement en m; la 
génératrice qui passe par ce point a pour projection horizontale 
MiPiP qui rencontre A en p et p^ ; selon que Ton considérera p 
ou Pi comme la trace horizontale de cette génératrice, on aura 
p'$! où p|Y pour la projection verticale correspondante, et à la 
projection horizontale m correspondront deux projections ver- 
ticales m! et m/. 

Construisons le plan tangent au point m.ml situé sur la gé- 
nératrice mp^.m'j)^; ce plan est tangent aucAne au point P|.p/ 
où la génératrice qui passe par le point donné fn.m\ rencontre 
A ; eu ce point, il est déterminé par la génératrice mp^.m^p^^ 
et la tangente Rpip à A (46) ; comme cette tangente est située 
dans le plan horizontal de projection, elle est la trace horizon- 
tale du plan cherché ; la trace verticale p\ s'obtient, soit en 
cherchant la trace verticale de la génératrice de contact, soit en 
déterminant la trace verticale d'une horizontale du plan menée 
par un point quelconque de cette génératrice. Sur la figure on 
a déterminé la trace verticale rf de l'horizontale tvYv' du plan 
tangent menée par le sommet t,^ du cône. 

Le point m.fn! donne un second plan langent OyO^; comme 
vérification l'intersection eg.e'^ de ce plan et de RpR| doit passer 
par le sommet $.$'. \ 

53. Épure du plan tangent mené à un cône par un point ex* 
t&ieur. 
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Soient A (flg. 210) la directrice du cône située dans le plan 
horizontal de projection, j Y le sommet et o.d le point donné 
par lequel on se propose de mener le plan tangent. 

Menons la droite o$x'if qui joint le point 0,0' au sommet ; 
cette droite est située dans le plan tangent cherché (24} et la 
tangente Ap, menée de sa trace horizontale A à A, est une droite 
de ce plan (47); cette droite étant située dans le plan horizon- 
tal de projection est la trace horizontale du plan cherché ; on 
en déduit facilement la trace verticale tQ^. 

On peut, dans le cas' de l'épure, mener deux tangentes du 
point A à A ; il y a donc deux solutions. Une seule OyO^ a été 
ijgurée. 

54. Épure du plan tangent mené à un cane parallèlement à 
une droite donnée. 

Nous avons vu (48) que la solution de ce problème revient à 
celle du précédent, puisqu'il sufOt de remplacer la droite qui 
joint le point donné 0.0' (flg. 210) au sommet «.s^ par une pa- 
rallèle menée du sommet «Y à la direction donnée ap.Jff. 

55. Cas oit le plan de la hase est quelconque. 

Dans tous les exemples que nous avons considérés jusqu'ici, 
nous avons supposé la directrice de la surface située dans le 
plan horizontal de projection ; mais on peut résoudre tout aussi 
facilement les mêmes problèmes, lorsque la directrice est une 
courbe plane quelconque. Nous allons examiner, par exemple» 
le cas où l'on demande de mener le plan tangent à un cdne par 
un point de la surface. 

Soient A (fig. 211) la projection horizontale de la directrice 
située dans le plan P|3P|, «.s' le sommet du cdne et m la pro- 
jection horizontale d'un point de la surface par lequel on se 
propose de mener le plan tangent ; la projection horizontale de 
la génératrice qui passe par le point donné est smp^p qui ren- 
contre la directrice au point projeté en p ou p^ sur A et situé 
dans le plan P/3P^ ; à p et pp correspondent les projections ver- 
ticales ]/ et p^i'f par suite i/^,p\s' sont les projections verti- 
cales de deux génératrices du cône qui contiennent chacune un 
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point de la surface projeté horizontalement en m; on a donc 
daux projections verticales m' et m\ qui correspondent à la pro- 
jection hoiizontale m. f 

Construisons le plan tangent au point m.m\ situé sur la gé- 
nératrice mp^.wl^\ ; ce plan est tangent au cône au point 
Pi Pi' 0^ ^^ génératrice qui passe par le point donné rencontre 
la directrice ; en ce point, le plan tangent est déterminé par la 
génératrice de contact mp^.m\p\tl la tangente à la directrice; 
or cette tangente a sa projection horizontale p^r tangente enp^ 
à A (25) ; étant située dans le plan donné PpP|, elle a sa trace 
horizontale r sur la trace horizontale P^ du plan; il est facile 
alors de déterminer les traces du plan tangent R/9R1 ; sur la 
figure on s'est servi du point r et des traces A; et 1/ de la généra- 
trice de contact fPfS'p/* 

Le point m.m' donne un second plan tangent Q7Q1. Comme 
Térification, Tintersection des plans RpRi, QtQi doit passer par 
le sommet a.a^ 

56. Le contour apparent du cône (fig. 211) sur le plan hori- 
zontal s'obtient en déterminant les traces horizontales des plans 
tangents yerticaux ; les traces horizontales de ces plans tan- 
gents passent par s et sont tangentes à À, puisque A est la 
projection horizontale d'une courbe située sur la surface du 
cône (37). 

On pourrait déterminer le contour apparent sur le plan ver- 
tical de projection en déterminant d'abord la projection verticale 
de la directrice et menant par s^ des tangentes à cette projec- 
tion ; mais on peut aussi le déterminer directement, sans con- 
struire Cette projection veilicale, en cherchant les traces verti- 
cales de plans tangents au cône, perpendiculaires au plan 
Tcrtical de projection, c'est--à-dire parallèles à une droite per- 
pendiculaire à ce plan (48). 

Menons par le sommet «Y une perpendiculaire uu plan ver- 
tical de projection et déterminons, au moyen d'une horizontale 
du plan, la projection horizontale e du point e.9' où cette droite 
perce le plan PpP^ ; par e menons les tangentes e/*, e^ à A ; ces 
tangentes sont les projections horizontales de droites apparte- 
nant aux plans tangents cherchés (47) ; les traces horizontales 
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A et I dû CCS droites, situées sur la trace liorizontale Pp du plan, 
I donDent cliacune un point de la trace horizontale du plan 
I cherché correspondant'; les traces horizontales de ces plans 

tangents sont les perpendiculaires hh\ l,V à la ligne de terre; 

leurs traces verticales ilhlytfV qui passent par t' sont les droites 

qv'i représentent le contour apparent cherché *. 

56 hu. Quand on connaîtra un plan qui coupe le cylindre 
ou le cône suivant une circonférence, il conviendra d'employer 
la section faite par ce plan dans la surface comme courbe direc- 
trice, et, pour éviter la construction de toute courbe en pro- 
jection, on aura recours au rabattement du plan de cette 
section circulaire sur un plan de projection ou sur un plan 
parallèle. 

Cette remarque permet de mener facilement un plan tangent 
à un cylindre ou à un cAne de révolution, quelle que soit la 
direction de l'axe. 



*■ A défaut d'une de ces traces, on peut déterminer la projection Terticale 
d'un point quelconque de la tanfrente et Ton obtient un point de la trace 
verticale du plan tangent correspondant. Ainsi la trace Terticale ^ de /^./V 
est un point de la trace verticale $^l'. 

' Les élèves devront s'exercer h résoudre de la môme manière les 
autres problèmes relatifs aux plans tangents au cône et au cylindre, lorsque 
la diiecti'ice est siluée dans un pian quelconque. 






TROISIÈME LEÇON. 

obseryàtions et exercices sur les puks takgekts au cône 

ET AU cylindre. 



57. Condition potir qu'on puisse mener à un ùylindre un plan 
tangent parallèle à un plan donné. 

Le plan donné doit être parallèle aux génératrices du cylin- 
dre, puisqu'il doit être parallèle à un plan tangent qui contient 
toujours une de ces génératrices (22). Cette condition est suf- 
fisante, car si Ton coupe ie plan donné et le cylindre par un 
plan quelconque et si l'on mène à la section faite dans le cy- 
lindre une tangente parallèle à la section faite dans le plan, 
le plan de cette tangente et de la génératrice qui passe par le 
point de contact est tangent au cylindre et parallèle au plan 
donné. 

58. Condition pour qu'on puisse mener à un cône un plan 
tangent parallèle à un plan donné. 

Tout plan tangent à un cône doit passer par le sommet (24) ; 
si donc par ce point on mène un plan parallèle au plan donne, 
ce plan doit être tangent au cône et, par suite, sa trace sur h 
plan de la base doit être tangente à celte base; il est clair, 
d'ailleurs, que cette condition est suffisante. 

59. Condition pour qu'on puisse mener un plan tangent com^ 
mun à deux cylindres. 
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Si l'on mène à Tun des cylindres un plan tangent parallèle 

aux génératrices de l'autre, ce plan doit être aussi tangent au 

second cylindre et, par suite, sa trace sur le plan de la base de 

ce cylindre doit être tangente à cette base. 

j Dans le cas particulier où les génératrices des deux cylindres 

sont parallèles, pour que l'on puisse mener un plan tangent 

commun, il sufCt que Ton puisse mener une tangente com- 

fmune aux sections faites par un même plan dans les deux 

' cylindres; car le plan de cette tangente commune et des deux 

génératrices parallèles qui passent par les points de contact 

est tangent aux deux cylindres. 

On peut, dans ce cas, mener autant de plans tangents com- 
muns que Ton peut mener de tangentes communes aux sec- 
tions faites dans les deux cylindres. 

60. Condition pour qu'on puisse mener un plan tangent com^ 
tnun à un cane et à un cylindre. 

Si Ton mène par le sommet du cAne une parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre, cette droite doit être située dans le plan 
tangent commun; si donc par cette droite on mène un plan 
tangent au cône, la trace de ce plan sur le plan de la base du 
cylindre doit être tangente à cette base. 

61 . Condition pour qu*on puisse mener un plan tangent corn» 
mun à deux canes. 

La droite qui joint les sommets des deux cônes doit être 
située dans le plan tangent commun ; si donc par cette droite 
on mène un plan tangent à l'un des cônes, sa trace sur le plan 
de la base du second cône doit être tangente à celte base. 

63. Dans le cas particulier où les deux cônes ont même 
sommet, il suffit que l'on puisse mener une tangente commune 
aux sections faites dans les deux cônes par un même plan, car 
le plan de cette tangente commune et du sonunet commun est 
à la fois tangent aux deux cônes. On peut donc mener autant de 
plans tangents communs que Ton peut mener de tangentes 
communes aux sections faites dans les deux cônes. 
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63. Quand deux cônes sont homothëtiques (c'est-à-dire sem- 
blables et ayant leurs éléments semblables parallèles), et qu'on 
peut mener aux deux bases situées dans un même plan une 
)angente commune telle que les points de contact soient des 
points homologues sur les deux surfaces, les droites qui joi- 
gnent ces points de contact aux sommets sont des génératrices 
homoiogueset par suite parallèles; le plan de ces deux géné- 
ratrices et de la tangente commune est un plan tangent com- 
mun aux deux cônes. 

Si les sommets des deux cônes sont d'un même côté par rap- 
port au plan des bases, pour que les points de contact soient 
homologues, la tangente commune doit laisser les deux bases 
d'un même côté; si les sommets sont situés de côtés difîérents 
par rapport au plan des bases, la tangente commune doit 
laisser ces bases de côtés différents. 

PRODLÈNB. 

64. Mener à deux cylindrée deux plans tangents parallèles 
entre eux, 

11 suffit de mener à chacun des deux cylindres un plan tan- 
gent parallèle aux génératrices de l'autre ; ces deux plans tan- 
gents sont parallèles, car ils sont tous deux parallèles aux géné- 
ratrices des deux cylindres. 

PROBLÈME. 

65. Mener à un cône et à un cylindre deux plans tangents 
parallèles entre eux. 

Le plan tangent au cône est déterminé, puisque ce plan doit 
être parallèle aux génératrices du cylindre; on en déduit faci- 
lement le plan tangent au cylindre qui est parallèle au pré- 
cédent* 

PROBLÈME. 

66. Mener à deux cônes deux plans tangents parallèles entre 

eux. 
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On transportera Tun des deux cônes parallèlement à lui* 
même de manière à faire coïncider son sommet avec le som- 
met de l'autre ; on mènera un plan tangent commun aux deux 
cônes qui ont même sommet» et l'on mènera à l'autre cône un 
plan tangent parallèle au plan ainsi détermine. 

Pour transporter un cône jgarallèiement à lui-même, il suffît 
de mener par la position nouvelle du sommet un nombre suf- 
fisant de parallèles à des génératrices du cône et de chercher 
les traces de ces parallèles sur le plan où l'on veut avoir la nou- 
velle base. 

Dans le cas où la base du cône est circulaire et qu'on trans- 
porte le cône de manière que la base soit dans le même plan 
ou dans un plan parallèle, it suffit de transporter parallèlement 
à elle-même la droite qui joint le sommet au centre de la base^ 
puis de répéter cette construction pour une génératrice quel- 
conque; on obtient ainsi le centre et un point de la circonfé- 
rence de base du cône transporté. 

PROBLÈME. 

67. Mener une normale commune : 1® à deux cylindres ; i^ à 
un cône et à un cylindre; Z^ à deux cônes. 

Supposons le problème résolu et soient connus les points où 
la normale commune rencontre les deux surfaces données; si 
Ton mène en ces points les plans tangents aux deux surfaces, 
ces plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles 
et si, dans ces plans, on mène les génératrices de contact, la 
normale commune perpendiculaire aux deux plans est perpen- 
diculaire à ces génératrices ; donc, quelles que soient les deux 
surfaces données, on leur mènera deux plans tangents paral- 
lèles (64-65-66), on construira les deux génératrices de contact 
et l'on cherchera la perpendiculaire commune à ces génè- 
ralriccs, 

FaOBLÈHES DIVERS. 

68. Mener à un cône sA, s'A' (fig. 212) un plan tangent qui 
fasse avec le plan horizontal un angle égal à un angle donné a. 
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Si l'on construit un cAne de révolution ayant pour sommet 
le point 8 . tf, pour axe la yerticale s . oV qui passe par ce 
point et pour génératrices des droites faisant avec Taxe s . 0'$' 
le complément de Tangle donné a, on sait (I*^ partie, 187) que 
1 le plan demandé doit être tangent à ce cAne ; la question est 
! donc ramenée à mener un plan tangent commun à deux cônes 
qui ont même sommet; il suffit pour cela, quand la base A.A' 
est située dans le plan horizontal de projection, de mener une 
tangente commune P|3 aux deux bases et de faire passer un pian 
' P^Pi par cette tangente et le sommet s . «^ ; il y a autant de so- 
lutions que l'on peut mener de tangentes communes aux deux 
bases. 

69. Si la trace horizontale du cAne n'était pas donnée, il fau- 
drait la construire d'abord pour pouYoir effectuer la construc- 
tion, à moins que ce cAne ne soit de réyolution ; dans ce cas 
on résout le problème en menant par le sommet un plan tan- 
gent commun à deux sphères inscrites, l'une dans le cône 
donné, l'autre dans le cAne auxiliaire (I'* partie, 180). 

70. Mener à un cylindre ABGD, A'B'C'IK (flg. 213) un plan 
tangent qui fasse avec le plan horizontal un angle égal à un 
angle donné a. 

Menons d'abord par un point quelconque du plan vertical 
a. a' un plan parallèle au plan tangent. cherché; ce plan de- 
vant faire avec le plan horizontal un angle donné a est tangent 
à un cAne de révolution déterminé comme dans le problème 
précédent ; devant être parallèle à un plan tangent au cylin- 
dre, il doit contenir la parallèle ab.a'V menée de a. a' aux gé- 
nératrices, le plan bci^ mené par cette droite tangentiell&- 
ment au cAne de révolution est parallèle au plan cherché ; en 
menant à la base AB du cylindre située sur le plan horizontal 
une tangente e/'parallèle à 6c, on a la trace horizontale du plan 
cherché; on en déduit la trace verticale fg parallèle à ca\ 

Pour que le problème soit possible, il faut que l'on puisse 
mener au cAne auxiliaire un plan tangent parallèle aux généra- 
trices du cylindre, c'est-à-dire que Fangle des génératrices 
avec le plan horizontal soit au plus égal à l'angle a. 
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n admet autant de solutions qu*on peut mener à la base de 
tangentes parallèles aux traces horizontales des plans auxi- 
liaires tangents au cAne de révolution et menés par ab. a'V. 

71. Si la base du cylindre était située dans un plan quel- 
conque, on déterminerait Tintersection de ce plan avec le plan 
auxiliaire parallèle au plan tangent et Ton mènerait à la base 
une tangente parallèle à Tintersection ; on aurait ainsi une 
droite du plan tangent cherché. 

PROBLÈHB. 

73. On dorme un cylindre AB. Â'B' (fig. 214) et m plan PaP^ 
on demande en quel point de Vintersection le plan est normal 
au cylindre. 

Si Ton mène au cylindre un plan tangent perpendiculaire au 
plan sécant, c'est-à-dire parallèle à une droite perpendiculaire 
à ce plan, le point de rencontre de la génératrice de contact 
avec le plan donné satisfera à la question, car en ce point le plan 
sécant sera perpendiculaire au plan langent à la surface. Pour 
construire ce plan tangent, par un point quelconque o. o' me- 
nons une parallèle oa. o'a' aux génératrices du cylindre et une 
perpendiculaire ocl. o'd' au plan PaP|, le plan a^c' de ces deux 
droites est parallèle à un plan Rp R^ tangent au cylindre ; soit 
mn. m'n' la génératrice de contact du plan Rp R| et du cylin- 
dre, le point n. n' où cette génératrice perce le plan Pc P|, est 
le point cherché. Dans le cas de notre épure, le problème ad- 
met deux solutions, car on peut mener à A deux tangentes pa- 
rallèles à aj3. 

Le problème est possible toutes les fois que Ton peut mener 
au cylindre un plan tangent parallèle à une droite donnée, ce 
qui a toujours lieu quand la directrice est une courbe fermée. 

73. On résoudrait tout à fait de la même manière le pro- 
blème analogue pour le cône. Dans ce cas, pour que le pro- 
blème soit possible, il faut que Ion puisse mener au cône un 
plan tangent parallèle à une perpendiculaire au plan donné, 
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c*est-à^dire que l'on puisse mener à la directrice du cAne une 
tangente par le point où le plan de cette directrice est rencon- 
tré par la perpendiculaire au plan donne menée par le som- 
met du cône. 

74. Mener à un cylindre un plan tangent qui fasse avec un 
plan quelconque un angle égal à un angle donné. 

On résoudra le problème comme dans le cas précédent en 
remplaçant le cône de révolution dont [l'axe est vertical par 
un cône dont l'axe est perpendiculaire au plan donné. Pour 
effectuer d*une manière simple les constructions nécessaires à 
la détermination du plan tangent à ce cône parallèlement aux 
génératrices du cylindre, on rabattra le plan de la base du cône 
sur le plan horizontal, on mènera au rabattement de la circon- 
férence de base du cône une tangente par le rabattement du 
point où le plan est rencontré par la parallèle aux. génératrices 
du cylindre menée par le sommet du cône; on relèvera cette 
tangente qui, avec le sommet, détermine un plan parallèle au 
plan cherché. On construira l'intersection de ce plan avec le 
plan de la base du cylindre et l'on mènera à cette base une 
tangente parallèle à l'intersection ; cette tangente est une 
droite du plan tangent demandé. Ce plan contient d'ailleurs 
la génératrice qui passe par le point de contact. 

75. Mener à un cône un plan tangent qui fasse avec un plan 
quelconque un angle égal à un angle donné a. 

On construira d'abord un cône de révolution ayant même 
sommet que le cône donné, dont l'axe soit perpendiculaire au 
plan et dont les génératrices fassent avec Taxe le complément 
de l'angle donné ; tout plan tangent commun à ce cône et au 
cône donné satisfait à la question. 

I Si le cône donné est quelconque, on construira d'abord les 
* traces des deux cônes sur un même plan et l'on mènera un 
plan par le sommet et chaque tangente commune aux deux 
bases. 

Si le cône donné est de révolution, on résoudra la question 
plus simplement comme il a été dit précédemment (69). 
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PROBLÈME. 



76. On donné un qflindre AB.AB' (flg. SIS) et un planPaV^; 
on prend la section du cylindre par le plan pour base d*un cône 
dont on donne le sommet s. s'; on demande de mener à ce cùne 
un plan tangent parallèle à une droite donnée cd.cM'. 

Menons par le sommet s. s! du cône la parallèle sg.ff^^ à la 
droite donnée cd. cf df. Soit/).;)' le point où cette parallèle 
perce le plan PaP^ de la base du cône; le plan demandé est 
déterminé par la droite sg. sf g^ et la tangente menée du point 
p. p' à la base du cdne ; pour déterminer cette tangente, on 
remarquera qu'elle est située dans le plan sécant PaP| et dans 
le plan tangent au cylindre mené par p. p'\ la trace du plan tan- 
gent au cylindre mené par p. // est ef^ le point /*de rencontre 
de cette trace avec Pa est la trace horizontale de l'intersection 
et par suite un point de la trace horizontale du plan cherché ; 
on aura donc cette trace fg^ en joignant le point /" au point g^ 
trace horizontale g de la droite sp.tfp' située dans le même 
plan. On en déduit facilement la trace verticale pR^. Sur la fi- 
gure, cette trace a été déterminée au moyen de la trace ver- 
ticale de la droite fp. f p' située dans le plan. 

77. Applications de la construction des plans tangents au cy- 
lindre et au cône à la détermination des ombres. 

Supposons que le point par lequel on mène deux plans tan- 
gents à un cône soit un point lumineux, les génératrices de 
contact partagent la surface du cône en deux parties dont l'une, 
tournée du côté du point lumineux, est éclairée et dont l'autre, 
tournée du côté opposé, est dans l'ombre. 

Les points de l'espace compris entre les plans tangents au 
delà du cône par rapport au point lumineux ne peuvent rece- 
voir de lumière, puisque tous les rayons partant du point lu- 
mineux et dirigés vers ces points sont interceptés par le cône ; 
par conséquent, Tombre portée par le cône sur une surface 
quelconque sera comprise entre les lignes d'intersection de 
celte surface avec les deux plans tangents. 
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On peut faire les mêmes observations quelle que soit la posi- 
tion du point lumineux et, par conséquent, quand ce point est 
situé à rinfini, c'est-à-dire quand les rayons lumineux devien- 
nent parallèles. Les lignes d*ombre propre du cône sont donc 
les génératrices de contact de la surface avec les plans tangents 
menés par le point lumineux ou parallèles à la direclion des 
rayons lumineux. 

Il est clair que ce qui a été dit pour le cAne s'applique égale* 
ment au cylindre. 

PREXIBR EXEMPLE. 

78. Soient 8ab.i'a'V (fig. 216) un cône donné dont la base 
a. a' est sur le plan horizontal de projection, et mn. m'n^ une 
droite parallèle aux rayons lumineux qui éclairent le cône ; les 
plans tangents au cône parallèles à mn. m'n' ont pour traces 
horizontales hl et hk ; la portion du plan horizontal comprise 
entre ces traces et Tare Ibk de la base est dans Tombre ; sur la 
surface» la partie qui est dans Tombre est comprise entre les 
génératrices si. s'V, sk. s'V du côté de l'arc khl\ la partie op- 
posée dak. s'I'a'kf est éclairée. 

DEUXIÈME EXEMPLE. 

79. Soient abcd. olVdâl (fig. 217) un cylindre limité d'une 
part au plan horizontal de projection et de l'autre à un plan 
horizontal dà'\ mn. m'n' la direction des rayons lumineux qui 
éclairent le cylindre ; les plans tangents au cylindre parallèles à 
mn. m'n' ont pour traces horizontales eg, fk et donnent les gé- 
nératrices de contact fr. fr', el. dV ; les extrémités supérieures 
r. f^y /. V de ces génératrices portent ombre sur le plan hori- 
zontal aux points A et 9 situés sur les traces horizontales des 
plans tangents qui ne sont autre chose que les lignes d'ombre 
portée par les génératrices de contact ; entre les deux points 
extrêmes I. /', r. r' les rayons lumineux glissent sur l'arc rdU 
f^d'i' et les prolongements de ces rayons forment un cylindre 
coupé par le plan horizontal de projection suivant la courbe 
Mg identique à l'arc Tdl\ l'ombre portée par le cylindre sur le 
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plan horizontal est donc comprise entre les arcs ehf^ Mg et les 
portions eg^ fk des traces des deux plans tangents comprises 
entre ces arcs. La portion de la surface qui est dans Tombre 
est comprise entre les arcs fbe, fVef^ rdl. y'it et les généra- 
trices /r; fr'^ el. et. 

L'arc h^ doit être tangent en g et A aux droites egf eipi;en 
effet hSg est la trace d'un cylindre qui a pour directrice l'arc 
rdl. n'a!}! ; le plan tangent à ce cylindre en l. V est le même que 
le plan tangent au cylindre donné, puisque sa génératrice IgJ!^ 
est située dans ce dernier plan et que la tangente à la directrice 
en /. V est la même pour ces deux cylindres. Ce plan tangent en 
l. V Test aussi en 9 et par suite ^h et eg sont les sections faites 
par un plan dans un cylindre et son plan tangent ^. 



COMPOSITION DONRÉB AUX CANDIDATS A SAINT-CTR EN 18^. 

80. Deux cdnes circulaires droits et égaux ont même som- 
met S et se touchent extérieurement suivant la génératrice SA, 
de manière à adhérer Tun à l'autre. Le rayon de base vaut 
38 millimètres et la génératrice est double du rayon. La base 
de l'un des cônes est appliquée sur la partie antérieure du plan 
horizontal, sa circonférence touchant la ligne de terre et la gé- 
nératrice SA étant parallèle au plan vertical de projection. 

Cela posé on demande : 

1® De construire les projections du solide formé par Ten- 
semble des deux cônes ; 

2^ De construire la partie invisible du plan vertical de pro- 
jection supposé relevé, l'œil étant placé sur la perpendiculaire 
à la Ugne de terre menée par le point A et à une distance en 
avant de cette ligne de terre égale à deux fois le diamètre de 
base de l'un des cônes. 

Ombrer la partie invisible demandée en n'y comprenant pas 
la projection verticale des cônes. 



* On trailerait de même les questions analogues dans le cas des ombres 
au flambeau. Les plans tangents, au lieu d'être menés parallèlement aune 
droite donnée, passeraient par un point donné. 
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SOLUTfON. 

l^ Le cône dont Taxe est vertical est figuré (flg. 196, pi. 24) 
en SaAG, SVA'; le contour apparent sur le plan vertical forme 
un triangle équilatéral (38). 

La génératrice de contact des deux cônes est SA, S'A' dont le 
plan tangent est perpendiculaire au plan vertical de projection ; 
SA, S'A' est donc une des droites de contour apparent du 
deuxième cône sur le plan vertical de projection ; ce dernier 
cône est d'ailleurs, comme le premier, figuré sur ce plan par 
un triangle équilatéral (37). 

La base du deuxième cône, dont le plan est perpendiculaire 
au plan vertical, sera rabattue autour de la trace horizontale 
A'A suivant une circonférence kfty tangente à la ligne de terre. 
Le relèvement de ce cercle fournira Tellipse projection hori- 
zontale. Les tangentes menées de S à cette ellipse seront les gé- 
nératrices de contour apparent sur le plan horizontal (38). 

li est bon de déterminer ces génératrices directement, ainsi 
que les points de contact avec l'ellipse de base. Pour cela, il 
suffit de mener par le sommet une verticale coupant le plan de 
base au point S.o' et de mener par ce point rabattu en a, autour 
de AA' comme charnière, deux tangentes à la base rabattue 
en fey. Les points de contact p^ et p^ étant relevés en r^ et r,, 
les droites Sr^, Sr^ seront les génératrices de contour apparent 
sur le plan horizontal. 

2<» Pour déterminer la partie invisible du plan vertical de 

projection relativement à un observateur dont l'œil serait placé 

en O.A', il suffit de prendre les traces sur le plan vertical de 

projection des deux plans tangents extrêmes menés aux deux 

cônes par ce point et de limiter ces traces d'une part à la ligne 

de terre, de l'autre à la trace du plan de base du deuxième 
cône. 

Pour ce dernier cône on se servira du rabattement ^ry pour 
déterminer avec précision le point de contact m,m' de la tan- 
gente à la base menée par le point 0. 

Les points ieif étant les traces verticales des tangentes me- 
nées du point aux deux bases, et le point K' la trace verti- 
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cale de la droite joignant le point au sommet commun des 
deux cônes; iK' et VK' seront les traces verticales des plans tan- 
gents* 

La partie invisible du plan vertical sera donc le quadrilatère 
tKTA' dont on n'a ombré que la partie située en dehors des 
contours apparents des deux cônes. 



QUATRIÈME LEÇON. 



PUNS TÂNGEKTS AUI SUUFAGES DE R&YOLUTIOIV. 



THÊORÈMB, 

81 . Tout plan tangent à une surface de révolutim est per- 
pendiculaire au méridien qui passe par le point de contact 

Soit M (fig. 218) un point quelconque d'une surface de révo- 
lution A ; le plan tangent en H est déterminé par les tangentes 
MT et HG au parallèle HOE et au méridien MB qui passent par le 
point H ; le plan du parallèle et celui du méridien sont perpen- 
diculaires entre eux (11) ; le rayon MO est Tintersection de ces 
deux plans et la tangente MT située dans le plan du parallèle 
est perpendiculaire à ce rayon HO; MT est donc perpendicu- 
laire au plan du méridien MB et, par suite, le plan tangent qui 
est mené suivant MT est perpendiculaire à ce même plan. 

82. Reharqub I. Soit G le point où la tangente au méridien 
rencontre Taxe; si Von fait tourner le plan du méridien autour 
de Taxe pour engendrer la surface, ce point G ne bouge pas et 
le point de contact M engendre le parallèle HOE ; les tangentes 
menées aux méridiens par tous les points d'tm même parallèle 
rencontrent donc Vaxe au mime point, 

' 85. Rbmàrqoe il Les normales menées à une surface de révo- 
lution par tous les points Sun mime parallèle rencontrent Vaxe 
au même point. 
Considérons la normale au point H (flg. 218); cette droite, 
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perpendiculaire au plan tangent, est située dans le plan du 

méridien MB qui passe par le point H (82) et par suite rencontre 

l'axe en un point P ; si Ton fait tourner le méridien MB autour 

I de Taxe, le point M engendre un parallèle ; la droite MP reste 

' normale à la surface et rencontre toujours Taxe au point P. 



THÉORÈMB. 

84. Si deux surfaces de révolution sont engendrées par deux 
courbes D et B (fig. 218) tangentes entre elles en un point M et 
tournant autour du mime axe OC, elles ont même plan tangent 
en tous les points du parallèle engendré par le point M. 

En effet, en un point quelconqne M^ de ce parallèle, le plan 
tangent pour chacune des deux surfaces est déterminé par la 
tangente HiT^ au parallèle commun et la tangente M^G com- 
mune aux nouYelles positions D| et B^ des génératrices. 

85. Corollaire. On peut inscrire une infinité de spJières dans 
une surface de révolution; car si en un point quelconque M| du 
méridien M|B| (flg. 218) on mène la normale M^P, la circonfé- 
rence décrite du point P de rencontre de la normale avec Taxe 
comme centre avec M|P pour rayon sera tangente au méridien 
H|Ba et la sphère engendrée par cette circonférence aura même 
plan tangent que la surface de révolution en tous les points du 
parallèle commun engendré par le point M|. 

86. Détermination des contours apparents d'une surface de 
révolution. 

1« Supposons d'abord l'axe vertical. Si l'on mène un plan 
quelconque par l'axe et une tangente verticale au méridien 
que détermine ce plan, cette tangente, dans le mouvement de 
révolution autour de l'axe, engendre un cylindre vertical cir- 
conscrit à la surface ; son point de contact décrit une circonfé- 
rence de contour apparent qui se projette horizontalement en 
vraie grandeur suivant la circonférence engendrée par la trace 
lie la tangente verticale. 
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11 y a donc autant de circonférences de contour apparent 
que Ton peut mener de tangentes verticales à la méridienne ^ 

87. Reiurqub. Ces parallèles de contour apparent sont les 
parallèles maiima et minima de la surface. 

88. La ligne de contour apparent par rapport au plan verti- 
cal n'est autre chose que le méridien principal. Car tous les 
plans tangents menés à la surface par les points de ce méri* 
dien sont perpendiculaires au plan vertical de projection (81) 
et par suite ce méridien est la courbe de contact de la surface 
avec le cylindre circonscrit, perpendiculaire au plan vertical. 
Ce méridien parallèle au plan vertical se projette verticalement 
en vraie grandeur. Le contour apparent vertical est donc la 
projection verticale du méridien principal. 

89. Rbharqub. Tout point de la surface projeté verticale- 
ment sur le contour apparent vertical a sa projection horizon- 
tale sur la parallèle à la ligne de terre menée par le pied de 
Taxe. De même, tout point de la surface projeté horizontale- 
ment sur la trace horizontale du méridien principal a sa pro- 
jection verticale sur le contour apparent vertical. 

90. 2^ Si taxe de la surface de révolution a une position 
quelconque^ on déterminera sur Taxe les centres d'un certain 
nombre de sphères inscrites, le contour apparent de la surface 
sur un plan de projection quelconque sera l'enveloppe des 
projections de ces sphères' (45). 

* Il peut 86 faire que les tangentes qui déterminent un cylindre projetant 
vertical soient située de part et d'autre du point de contact dans l'intérieur 
du solide limité à la surface de révolution. — On dit alors que la courbe de 
contact est virtuelle, 

* Quand la génératrice est une courbe plane, on obtient facilement les 
centres de ces sphères inscrites; quand elle est une courbe gauche, on 
mène en un point quelconque de la courbe une tangente et un plan per- 
pendiculaire à cette tangente, le point de rencontre de ce plan et de Taxe 
est le centre d'une sphère qui touche la surface de révolution suivant le 
parallèle engendré par le point considéré; car en ce point les deux surfaces 
ont môme plan langent, celui qui est déterminé par la tangente à la direc- 
trice et la tangente au parallèle commun. 
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PROBLÈME. 

91. Mener un plan tangent à une surface de révolution par 
un point quelconque de la surface. 

i^ Supposons l'axe vertical ; soient A' (fig. 219) le contour 
apparent vertical et la circonférence A le confour apparent ho- 
rizontal de la surface (fig. 2i9). 

Soit m' la projection verticale d'un point de la surface par 
lequel on se propose de mener un plan tangent ; le parallèle 
de la surface qui passe par ce point est projeté verticalement 
suivant p' (f ^ horizontalement en vraie grandeur, suivant la 
circonférence /^^ ; à la projeclion verticale rti correspondent 
donc deux projections horizontales m, m^ ; considérons le point 
fiti.m' ; la tangente au méridien qui passe par ce point rencon- 
tre Taxe au même point o.d que la tangente i^d^ menée au 
méridien principal par le point p. pi situé sur le parallèle de m^. 
m'; celte tangente a donc pour projections om^,&m' ; sa trace 
horizontale est h ; la perpendiculaire Pa menée de A à la trace 
horizontale om^ du méridien du point m^. m' est la trace hori- 
zontale du plan tangent cherché (81); on détermine la trace 
verticale de ce plan soit au moyen de la trace verticale de la 
tangente au méridien, soit au moyen d'une horizontale quel- 
conque du plan tangent, menée par un point de om^,<fm'. Sur 
l'épure, cette trace verticale aP^ a été déterminée au moyen 
de la trace verticale t/ de l'horizontale du plan menée par le 
point de contact m^ m^ c'est-à-dire de la tangente au parallèle 
qui passe par ce point. 

Quand la tangente au méridien ne rencontre pas l'axe dans 
les limites de l'épure, on détermine la trace horizontale* h^ de 
la tangente op, dpi menée au méridien principal par le point 
p. pi du parallèle du point donné, et par un mouvement dero« 
talion très-simple on obtient la trace horizontale h de la tan- 
gente au méridien du point donné. On peut aussi, dans ce cas, 
obtenir la direction du plan tangent, en menant la normale 

* Dans le cas considéré, cette trace est sitaée généralement dans les 
liiDÎtes de l'épure. 
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au point donné. Cette normale rencontre Taxe au même point 
0. n' que la normale op,n'p\ menée par le point p,p' du paral- 
lèle de m^,w! situé sur le méridien principal. 

92. 2<» Si l'axe est parallèle au plan vertical et incliné par 
rapport au plan horizontal, on mène, comme dans le cas précé- 
dent, la normale à la surface au point donné, et l'on fait pas- 
ser par ce point un plan perpendiculaire à la normale. On peut, 
du reste, déterminer la tangente au méridien, en cherchant le 
point où elle rencontre l'axe. 

95. Dans la pratique, on ne rencontre pas de surfaces de révo- 
lution dans d'autres positions que celles que nous avons con- 
sidérées ; si l'on voulait, comme exercice de construction, con- 
sidérer le cas où l'axe de la surface aurait une position quel- 
conque, il faudrait, par un changement de plan, revenir à une 
des deux positions précédentes. 



CINQUIÈME LEÇON. 



SECHONS PLANES DES SURFACES. 



94. Solution générale du problhhe de Vintersection de deux 
surfaces. 

Si l'on coupe deux surfaces A et B par une troisième surface 
quelconque C, tout point commun aux deux intersections de 
cette troisième surface avec les deux premières est un point 
commun aux trois surfaces A, B et G, et par conséquent un 
point de l'intersection des surfaces A et B. 

Si donc on veut déterminer l'intersection des surfaces A et B 
et si Ton sait trouver des surfaces telles que G dont il soit fa« 
cile de construire les intersections avec A et B, on pourra 
obtenir autant de points que l'on voudra de l'intersection 
de A et B. 

Les surfaces sécantes auxiliaires que l'on emploie le plus fré- 
quemment sont des plans. Nous allons donc d'abord nous oc- 
cuper de la détermination des sections planes des surfaces. 

95. Solution générale duproblème de Vintersection dune sur^ 
face par un plan. 

! On peut déterminer l'intersection d'une surface par un plan 
comme on a déterminé une section plane d'une pyramide (I'* 
partie, 148). On projette la surface sur un plan vertical per- 
pendiculaire au plan sécant, on détermine la trace du plan se- 

10 
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cant sur ce plan de projection auxiliaire, et l'on a une projec- 
tion auxiliaire de l'intersection représentée par uneligne droite; 
on sera ainsi ramené à résoudre un certain nombre de fois ce 
problème : étant donnée une projection verticale d*un point 
d'une surfacCy déterminer la projection horizontale de ce 
point. 

Cette solution générale est applicable à tous les cas, mais on 
peut quelquefois en employer d'autres qui conduisent à des 
constructions plus simples, nous les indiquerons lorsque l'oc- 
casion s'en présentera. 

96. Application de la solution générale à la détermination 
dune section plane d^un cône. 

Soient A.A' la base et s.^ le sommet d'un cdne (Gg. 220) et 
PaPi le plan sécant* ; sur un plan verlical mené suivant x^y^ 
perpendiculaire à PaPi le cône est projeté suivant s"a"b'\ et le 
plan a pour trace W, (I'* partie, 446 3°)*; l'intei'section cher- 
chée a donc pour projection verticale auxiliaire la partie m"n" 
de la trace AP, comprise entre s'^ a" et s"V' qui forment le 
contour apparent du cdne sur le nouveau plan vertical de pro- 
jection. Si l'on veut avoir sur les deux premiers plans les pro- 
jections d'un point quelconque de l'intersection projeté enp^' 
sur le plan auxiliaire, on mènera la génératrice qui passe par 
ce point; cette génératrice a pour projection sur le plan auxi- 
liaire s" r" ; à cette projection correspondent deux projections 
horizontales <r, zr^ et deux projections s'r', «'r'i sur le premier 
plan vertical ; à la projection verticale pi' correspondent donc 
deux points p.p',j9|.p\ de l'intersection cherchée. On répétera 
cette construction un nombre de fois suffisant et l'on joindra 
par un trait continu les points obtenus de cette manière. Il con- 
viendra de l'appliquer à la détermination des points k, k^, t', î'^, 
situés sur les contours apparents, puisqu'on ces points les pro- 
jections de la courbe sont tangentes aux contours apparents ; il 

< Le lecteur pourra répéter tes mêmes raisonnements et des construc- 
tions analogues pour déterminer Ja section pUne d'un cylindre. 

s Dans l'exemple considéré on a mené & PaP| un plan parallèle ULi qui 
a pour trace sur le nouveau plan vertical Ja droite /||Tc parallèle à la nou- 
velle trace verticale /iPa* 
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est facile de projeter Jes génératrices qui donnent ces con- 
tours apparents sur le plan auxiliaire de projection. 

97. PoncltuUion. Les génératrices vues en projection hori- 
zontale sont celles qui ont leurs traces horizontales sur l'arc 
fbg de la base A, par suite la partie de la courbe d'intersection 
vue en projection horizontale est celle dont les points appar- 

/ tiennent à ces génératrices ; cette partie est projetée suivant 
l'arc kmk^ compris entre les points k et k^ situés sur le contour 
apparent horizontal. 

Les génératrices vues en projection verticale sont celles qui 
ont leurs traces horizontales' sur l'arc urv de la base A, com- 
pris entre les tangentes perpendiculaires à la ligne de terre ; 
par suite la partie de la courbe d'intersection vue en projec- 
tion verticale est celle dont les points appartiennent à ces gé- 
néralrices; cette partie est projetée suivant l'arc i'm'i\, com- 
pris entre les points i' et t'i du contour apparent vertical. 

Chaque projection de l'intersection se compose donc de deux 
arcs limités aux points du contour apparent ; l'un de ces arcs 
est vu et l'autre caché. On reconnaitra, pour un arc quelcon- 
que, s'il est vu ou caché en menant la génératrice par un quel- 
conque de ses points et en examinant la position de son point 
de rencontre avec la base du cône. 

98. Construction de la tangente. 

La tangente en un point p^. j/i de la courbe est l'intersection 
du plan PaP| et du plan tangent à la surface en ce point (17) ; 
la trace horizontale du plan tangent en Pi-p'i est r^ t qui ren- 
contre Pa ent; t est la trace horizontale de la tangente cher- 
chée ; il est facile d'en déduire ses projections pi^p\('. 



Construction des tangentes horizontales. Les tangentes 
horizontales de l'intersection étant situées dans le plan sécant 
sont des horizontales de ce plan, et par suite parallèles à Pa ; 
elles sont situées aussi dans des plans tangents au cône, qui sont 
alors déterminés, puisque ces plans sont parallèles à Pa. L'un 
de ces plans a pour trace horizontale la tangente ad parallèle 
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à Poe, etpobr trace terticale d^K Le point tf de rencontre de 
dif et P|« est la trace verticale d*une tangente horizontale, dont 
la projection verticale ifn' est parallèle à la ligne de terre, et 
dont la projection horizontale en est parallèle à Pa. On obtient 
les projections n. n' du point de contact au moyen des projec- 
tions as.aftf de la génératrice qui passe par ce point. La seconde 
tangente parallèle à Pa menée à la base donne une seconde 
tangente horizontale au point m.m'. Sur le plan auxiliaire les 
tangentes horizontales sont projetées aux points m" ,n'' limites 
de la projection auxiliaire de Tintersection. 

100. Construction des tangentes à F intersection parallèles à 
vn plan quelconque. Les tangentes cherchées, étant situées dans 
le plan sécant et parallèles au second plan donné, sont paral- 
lèles à riutersection des deux plans ; les plans tangents dans les- 
quels sont situées ces droites sont donc parallèles à une droite 
déterminée ; si donc on consiruit ces plans tangents, leurs in- 
tersections avec le plan sécant donné seront les tangentes cher- 
chées; les points de contact sont les points de rencontre de ces 
tangentes avec les génératrices de contact. 

iOl. Corollaire. La solution de ce problème permet de me- 
ner à une quelconque des deux projections de la courbe d'in- 
tersection une tangente parallèle à une direction quelconque 
donnée; il suffit, en effet, de mener à l'intersection une tan- 
gente parallèle au plan mené suivant la direction donnée per- 
pendiculairement au plan de projection sur lequel est tracée 
cette direction. 

102. Nous avons appliqué cette construction au cas où la di- 
rection donnée est perpendiculaire à la ligne de terre. 

L'intersection de PaP| avec un plan perpendiculaire à la li- 
gne de terre mené par le sommet est une droite dont la trace 
horizontale est 7 et la trace verticale ^; par un rabattement 
autour de la trace horizontale de ce dernier plan, la parall^e, 
menée à cette droite par le sommet rabattu en t| (du côté op- 

* H faut observer que le sommet du cône a été pris sur le plan vertical 
de projection. 
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posé à ^i) est <ij9 (parallèle à yi^) dont la trace horizontale est J3 ; 
les tangentes menées de ce point à la base A du cône sont les 
traces des plans tangents cherchés et les points t et de ren- 
contre avec Pa sont les traces horizontales des tangentes per- 
pendiculaires à la ligne de terre. Les génératrices de contact 
donnent les projections ft.p', v./ des points de contact. 



àUTBES PROCBDéS POUR DÉTERHINBR UNE SECTIOll 

PLANE d'un cône. 

103. 1^ On peut déterminer directement les points de ren« 
contre du plan avec un certain nombre de génératrices et join- 
dre les points de rencontre par un trait continu. 

i04. 2* On peut aussi considérer le cône et le plan comme 
deui surfaces quelconques (94) et les couper par des plans 
auxiliaires donnant des génératrices d'intersection dans le cône. 
11 suffit, pour que cette dernière cordition soit remplie, que 
les plans sécants passent par le son met du cône ; si donc on 
mène une droite quelconque par le sommet, les plans menés 
suivant cette droite ne pourront donner que des droites comme 
mtersections dans le cône et ^ans le plan sécant ; par consé- 
quent, il y a une infinité de manières de satisfaire à la question. 

Ainsi menons à la base A du cône (fig. 320 his, pi. 29) deux tan- 
gentes ab, cd parallèles entre elles et rencontrant toutes deux la 
trace horizontale Pa du plan sécant PaP^ dans les limites de Tépure ; 
faisons passer les plans auxiliaires par la parallèle sm.tfm' menée par 
le sommet «.«^ du cône à cette droite et qui rencontre PaPj en m m'. 
Tous ces plans auront leurs traces horizontales parallèles à ah et cd 
et comprises entre ces droites ; les droites suivant lesquelles ils cou- 
peront le plan PaP^ auront leurs traces horizontales sur Pa et seront 
assujetties à passer par m.m'. 

Si l'on veut, par exemple, trouver le point de Tintersection situ^ 
sur la génératrice «r.sV, on mènera par la trace horizontale r de cette 
génératrice la parallèle rh à ah et on joindra le point h où cette paral- 
lèle rencontre Pa au point m. Le point / commun à Am et à $r est la 
projection horizontale du point cherché. 

Ce procédé n*est autre chose que Tapplication de la méthode géné- 
rale donnée pour déterminer les points de rencontre d*un plan avec 
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des droites, en employant comme plans auxiliaires menés suivant les 
droites des plans dont'ies interseclions avec le plan donné soient fa • 
dles à construire. 

U est clair que cette méthode est également applicable à la déler- 
mination d'une section plane d*un cylindre. 

105. S* Dans le cas particnlier considère où la base est une 
circonférence, on peut aussi avoir recours à des plans auxiliai- 
res horizontaux qui coupent le cône suivant des circonférences 
projetées horizontalement en vraie grandeur et le plan sécant 
suivant des horizontales. 

106. Développement de la surface. 

Le cône étant une surface développable (14), on peut se pro- 
poser de la développer et de déterminer ce que devient la courbe 
d'intersection sur le développement. Soit d*abord la surface 
latérale d une pyramide SABGDEFG (fig. 221) que Ton veut dé- 
velopper sur le plan de la face SÂB en l'ouvrant suivant la généra- 
trice SD. Après avoir construit un triangle SiA^B^ (fig. 221 bis) 
égal à SAB, nous construirons à gauche de S|B| un triangle 
Sfifii égal à SBC et déterminé par ses trois côtés, puis à gau- 
che deS|G^ le triangle S^C^D^ delà même manière ; on construira 
de même successivement à droite de S^A^ les triangles S^A^G^, 
SiGtFi, SiF^Ei, S^EiO, respectivement égaux à SAG, SGF, SFE, 
SED déterminés par leurs trois côtés; le secteur polygonal 
SiD^G^B^A^GiF^EiD, est le développement demandé. 

On remarquera que le développement a été elTectuè par rap- 
port à un observateur qu'on suppose placé dans Tintérieur delà 
pyramide et regardant la face SÂB ; c'est l'hypothèse que nous 
adopterons toujours dans nos développements. 

107. Nous appliquerons les mêmes constructions au dèrelop- 
pement de la surface latérale d'un cône que nous considérerons 
comme celle d'une pyramide dont les arêtes sont très-rappro- 
chèes. Sur la figure 220, nous avons partagé la base A en douze 
parties égales, et pourlj développement nous avons supposé la 
surface ouverte suivant la génératrice projetée en sa et déve* 
loppée «ur le plan tangent mené suivant la génératrice oppo- 
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sëe pi ojetôe en sb, puis nous avons considère la surface du 
cône comme celle d'une pyramide de douze faces ayant pour 
arêtes les génératrices qui joignent le sommet aux points de di- 
^sion de la base. 

Pour obtenir sur le développement la face projetée en sbt^ 
nous remarquerons que la génératrice sb, s^b" est projetée en 
\raie grandeur en s^b"^ sur le plan auxiliaire, le cô(è bi est 
donné en vraie grandeur sur le plan horizontal, et la génératrice 
projetée en <i est donnée en vraie grandeur en s^i au moyen du 
rabattement de son plan vertical projetant. On peut donc con- 
struire le triangle SBl (fîg. 222) au moyen de ses trois côtés; 
on obtient de même sur le développement le triangleSl R^ cor- 
respondant à la face projetée en si r^. 

On répétera la même construction successivement pour tous 
les éléments dans lesquels on a partagé la surface latérale du 
cône. 

Dans le cas de notre épure, le plan vertical projetant de l'a- 
rête m. ^a" est un plan de symétrie ; il suffit donc de construire 
directement une moitié du développement, l'autre étant symé- 
trique par rapport à SB. 

Pour obtenir sur le développement le point de Tintersection 
projeté en m. m\ situé sur la génératrice sb. 8'b\ on remar- 
quera que la distance de ce point au sommet est donnée en 
s"m" sur le plan auxiliaire de projection, on portera donc la 
distance sW de S en M sur l'arête SB du développement; pour 
un point quelconque Pi-p'i^ situé sur une génératrice sr^.sV^, 
on prendra sa distance ^4^, au sommet sur le rabattement du 
plan vertical projetant de l'arête «rj. sY^; et Ton portera cette 
distance s^Pa de S en P^ sur Tarête SR^ du développement. 

108. Construction de la tangente en vn point du développe^ 
ment. 

On conçoit que le plan tangent à la surface suivant un élé- 
ment infiniment petit quelconque tourne en même temps que 
rèlëment de contact jusqu à ce que cet élément se place dans le 
plan du développement; le plan tangent coïncide alors avec ce 
dernier plan et la tangente à une courbe passant par le point 
considéré se place ainsi dans le plan sur lequel s'effectue le dé- 
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veloppement ; c'est cette droite que nous appellerons le déve- 
loppement de la tangente. 

Nous allons démontrer d'abord que le développement de la 
ta ngente à une courbe de la surface est tangente au déyeloppe- 
m ent de la courbe. 

Considérons la ligne polygonale abcd tracée sur la surface la- 
térale de la pyramide (fig. 221); sur le développement (fig. 321 
bis) cette ligne devient aj?^c^d^^ Télément dfCi joint deux points 
d^ et q, d'autant plus rapprochés que les arêtes SC, SD sont plus 
voisines ; si les arêtes représentent les génératrices d'un cAne^ 
les points c^ et d^^ sont iofiniment voisins et la droite c^d^^ 
donne la direction de la tangente à la courbe du développement 
suivant Vêlement c^d^ ; en même temps, la droite cd dont c^d^ 
est le développement donne la direction de la tangente à la 
courbe de la surface suivant l'élément cd ; donc le développe- 
ment de la tangente à la courbe donne la tangente au point 
correspondant du développement. 

Si Ton veut construire cette tangente, on remarquera dans 
le triangle c^C^Hi que cfii est une droite déjà tracée sur le dé- 
veloppement, que G|H^ = CH est donnée on vraie grandeur sur 
le plan horizontal et que c^H^ mesure la distance de deux points 
connus, distance facile à obtenir en rabattement quand la fi- 
gure est représentée eu projections ; on peut donc facilement 
construire ce triangle sur le développement. 

i09. Reiurque. — La droite G|H^, prolongement de D|C|, re- 
présente à la limite la tangente au développement de la base 
suivant l'élément D^C^, et GH la tangente à la base du cône sui- 
vant réiémcnt DC ; quand il sera possible de mener cette tan- 
gente a pnorî, on se servira de celte considération pour éviter 
de construire la grandeur de la droite cfl^, 

110. Si Ton applique ces considérations à la construction de 
la tangente au point P^ de la courbe du développement (fig. 222), 
on construira d abord (fig. 220) la vraie grandeur p^jt de la dis- 
tance du point Pi.p^ à la trace horizontale t de la tangente à la 
courbe d'intersection en ce point; des pomts P| et R^ (fig. 222) 
conune centres avec pJL et r^t respectivement pour rayons, on 
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décrira des arcs de cercle ; le point ti commun à ces deux arcs 
est un point de la tangente en P^ à la courbe du développe- 
ment. 

En joignant tj\^ on a de même la tangente au développement 
de la base du cône (109). 

« 

111. Points d'inflexion du développement* 

Un point d'inflexion d'une courbe est un point où cette 
courbe cesse de présenter sa concavité dans un sens pour la 
présenter dans le sens opposé, c'est-à-dire que la tangente à 
une courbe en un point d'inflexion traverse cette courbe en ce 
même point sans cesser de l'avoisiner d'un côté comme de 
Tautre. Ainsi la courbe formée par la lettre S présente un point 
d'inflexion vers le milieu de cette lettre. 

Il est utile, pour déterminer avec précision la forme de la 
courbe d'intersection sur le développement, de savoir construire 
les points où cette courbe présente des inflexions. Ces points 
sont ceux qui correspondent aux points de fintersection où le 
plan sécant est normal à la surface. 

En effet, soient S'A'B' (flg. 223) une face latérale d'une pyra- 
mide projetée sur un plan qui lui est parallèle et que nous 
prendrons pourplan vertical de projection ; soient pmnq la trace 
verticale d'un plan perpendiculaire à S'A'B' et S'G^ S'D' les pro- 
jections sur ce plan des arêtes voisines ; l'intersection est proje- 
tée sur le plan de S'A'B' suivant la droite pmnq. Si l'on rabat sur 
le plan de S'A'B' les deui^faces adjacentes, le point projeté enp 
vient se placer sur la perpendiculaire pr à la charnière smeik 
une distance |)|r de r plus grande que pr, puisque p^r est l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle dont pr est un côté de l'angle 
droit, l'élément mp devient mp^ dirigé dans l'angle obtus S'mp; 
de même Télément nq devient nq^ dirigé dans l'angle obtus 
ffnq ; si donc les deux angles &'mp et Wnq formés de côtés dif- 
férents de pq sont obtus, les éléments Pim^nqi voisins de mn se* 
ront situés de côtés différents de la direction mn de la tangente; 
il y aura donc inflexion en mn ; or ceci a lieu généralement 
lorsque la surface latérale, au lieu d'être celle d'une f yramide, 
appartient à un cône, car alors les génératrices S'm,S'n sont in- 
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finiment voisines et les angles S'mp, Vnq sont les supplémenls 
d*un même angle aiguS'iti». 

Il y a exception dans le cas particulier 'où l'angle S'mn esi 
droity c'est-à-dire quand le plan sécant est perpçndiculaireà une 
génératrice, car alors les points analogues à p^ et q^ se placent 
forcément du même côté que le sommet par rapport à la tan- 
gente, quelque petit que soit l'angle A'S'B. 

Ces considérations sont également applicables au développe- 
ment d'une section plane d'un cylindre. 

ii2. Si Ton veut appliquer ces considérations au cas de la 
section du c6ne donné (fig. 220) par le plan PaPi, on cherchera 
en quels points le plan sécant est normal à la surface (75); la 
perpendiculaire menée du sommet s.^ sur le plan sécant a sa 
trace horizontale dans l'intérieur A de la base ; on ne peut donc 
pas mener au cône de plan tangent perpendiculaire au plan sé- 
cant ; ce plan n'est donc pas normal et par suite le développe- 
ment de l'intersection ne présente pas d'inflexion. 

115. Si l'on applique les mêmes considérations à la déter* 
mination des points d'inflexion du développement de la base, 
qu'on peut considérer comme la section faite dans le cène par 
le plan horizontal de projection, on remarquera que les pro- 
jections horizontales s/, «9 des génératrices de contour apparent 
sont les traces horizontales des plans tangents verticaux et, par 
conséquent, perpendiculaires au plan sécant qui est le plan 
horizontal ; donc aux points de contact /* et g le plan I .orizontal 
est normal à la surface;, et par suite, en chacun des points cor- 
respondants F et G (flg. 222) du développement, le développe- 
ment de la base présentera une inflexion. 

114. Développement de la surface latérale d'un cylindre: ' 

On pourrait construire le développement de la surface latérale 
d'un cylindre comprise entre deux plana quelconques, comme 
on a obtenu celui de la surface latérale d'un cône en construi- 
sant successivement au moyen de leurs côtés et des diagonales 
les trapèzes qui composent cette surface. Mais on peut ici opé- 
rer plus simplement en ayant recours à la section droite, c'est- 
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â-dîre à l'interscclion de la surface par un plan perpendiculaire 
aux génératrices. Dans le développement, les éléments de cette 
intersection viendront se placer successivement perpendiculaire- 
ment à une direction commune et par conséquent formeront 
une ligne droite. Si Ton marque sur cette droite les points qui 
correspondent aux points de la section, en menant par ces 
points des perpendiculaires au développement de la section, on 
aura les développements des génératrices de la surface et l'on 
pourra, au moyen de ces génératrices, obtenir le développement 
de telle courbe que l'on voudra tracer sur la surface. 

Soient AB.A'£' (fig. 224) le cylindre donné et PaP^ un plan 
perpendiculaire aux génératrices ; sur un plan vertical mené 
suivant x^y^ perpendiculaire à Pa, le cylindre a pour projection 
A"fi'' et le plan sécant a pour trace P,& perpendiculaire aux* 
projections des génératrices . jr le nouveau plan ; l'intersection 
est projetée suivant mV sur ce plan auxiliaire; elle a pour 
projection horizontale la courbe mn et pour projection verticale 
m'n' ; elle est rabattue en vraie grandeur suivant la courbe HN 
sur le plan horizontal^. 

Le cylindre est supposé ouvert suivant la génératrice dont la 
trace horizontale est e et qui perce le plan sécant au point m.m" 
rabattu en H; le développement est eflectuésur le plan tangent 
mené suivant la génératrice dont la trace horizontale est f et qui 
perce le plan sécant au point n-n" rabattu en N. Sur une droite 
indéfinie H^M, (fig. 225) considérée comme développement de 
la section droite, prenons un point Ni quelconque comme cor- 
respondant à n,n", et à droite du point N| prenons des lon- 
gueurs Nia^, a||9|, ^|7|, etc., respectivement égales aux arcs 
Na, «p, ^, etc., mesurés sur le l'abattement de la section droite, 
puis menons par les points «|, |3i, 7^, etc., des perpendiculaires 
àN^Mi, nous aurons ainsi en développement les génératrices du 
cylindre correspondantes à des projections déterminées. Si Ton 
veut obtenir sur ce développement la trace horizontale A du 
cylindre, pour un point quelconque c de cette trace situé sur la 
génératrice qui rencontre la section au point projeté end et 

\ 

* On opère tout à fait comme dans le cas d'une section plane d'un c6ne 
et l'on distingue de la môme manière les parties vues des parties cachées. 
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rabattu en >, on remarquera que la distance de ce point à la 
section droite est donnée en vraie grandeur en tf^ sur le plan 
auxiliaire. On portera donc d'à^ de 71 en G sur la perpendicu- 
laire à M|N| menée par le point 7^ correspondant à 7 de la sec- 
tion droite, et Ton aura un point G du développement de la 
base. En répétant cette construction un nombre de fois suffisant, 
on aura le développement de la base A. Sur la figure, on a pris 
pour trace horisontale du cylindre une circonférence, alors le 
plan vertical mené par la droite qui joint les centres des deux 
bases est un plan de symétrie, de sorte qu'il suffit de faire le 
déTeloppement de la moitié de la surface. Chacune des deux 
moitiés du développement de la base se compose elle-même de 
deux parties symétriques par rapport au point de rencontre 
de la courbe avec la génératrice qui est à égales distances des 
génératrices extrêmes. 

Considérons, en effet, la génératrice dont le pied est g^ mi- 
lieu de egf (ûg. 224), cette génératrice donne en développe- 
ment le point G (fig. 225). Soient c et C| deux points également 
distants de g, les génératrices correspondantes ont pour lon- 
gueur (fd!' et c^i(2\ données sur le plan auxiliaire de projection; 
Tune c^id'^i surpasse ^T, longueur de la génératrice du point 
G, de c'\t ; l'aullre, ifd" est inférieure à cette même longueur 
5*r de v^; or, on a: &'^z = v^ à cause de l'égalité des trian- 
gles y^i/'iZ et g'cfv ; sur le développement on a donc aussi 
GZ=GV; les deux triangles CGV, G^GZ sont d( ne égaux, et par 
suite GG = GG|; les angles VGC, CtGZ sont aussi égaux; les 
points G et G^ sont donc symétriques par rapport à G; donc 
quand on aura construit Tare FG, on pourra s'en servir pour 
construire l'arc symétrique GE|. 

On obtient le développement de la base supérieure en por- 
tant sur toutes les génératrices du développement â partir d^s 
points de la base inférieure une longueur constante égale aux 
génératrices du cylindre, longueur donnée en u''f sur la pro- 
jection verticale auxiliaire* 

< Le développement de la tangente en un point r de la base 
8*obtient facilement au moyen du triangle rectangle formé par 
cette tangente, la génératrice qui passe par le point de contact 
et la tangente à la section droite menée par le point où le plan 
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sécant est rencontré par cette génératrice ; cette dernière droite 
perpendiculaire aux génératrices coïncide sur le développement 
avec la section droite. Sa longueur est d'ailleurs rabattue en 
vraie grandeur suivant hp ; on portera donc la longueur h^ de 
6^ en ^1 sur le déyeloppement et l'on joindra le point h^ au point 
R du développement qui correspond à r; ^^R est la tangente 
cherchée. 

Les points de la base qui présentent une inflexion sur le dé- 
veloppement sont les points 6 et Gi, car aux points correspon- 
dants g et gi le plan de la base, qui est le plan horizontal, est 
perpendiculaire aux plans tangents au cylindre qui sont verti- 
caux (111). 

115. Pour le cylindre comme pour le cône on peut détermi- 
ner une section plane en construisant des points de rencontre 
des génératrices avec le plan sécant ; on peut également avoir 
recours à des plans sécants parallèles aux génératrices du cy- 
lindre. Ces plans coupent le cylindre et le plan sécant suivant 
des droites; comme on peut mener une infinité de plans paral- 
lèles à une droite, il y a une infinité de directions de plans sé- 
cants satisfaisant à la question. 

Dans le cas de notre épure, comme dans le cas considéré de 
la section plane d'un cône, on peut aussi avoir recours à des 
plans auxiliaires horizontaux. Ces plans coupent le cyUndre 
suivant des circonférences projetées horizontalement en vraie 
grandeur et le pian suivant des horizontales. 
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SIXIÈME LEÇON. 

BRANCHES INFIMES. 
SECTIONS PLANES DES CÔNES ET CYLINDRES DE RÉVOLUTIOn. 



116. Ca$ d'un cylindre. Tout point situé à i^infîni sur l'intersec- 
tion d'un cylindre et d'un plan est donné soit par une génératrice 
parallèle au plan, soit par une génératrice située à i'infîni. 

117. Si le cylindre a pour directrice une courbe fermée, il n*y a 
point de génératrice située à l'infini, et l'intersection ne peut avoir 
de points à l'infini que ceux qui sont donnés par des génératrices du 
cylindre parallèles au plan; comme les génératrices sont toutes paral- 
lèles entre elles, le plan sécant est alors parallèle aux génératrices et 
ne peut couper le cylindre que suivant des lignes droites. 

118. Si le cylindre a pour directrice une courbe à branches infinies, 
en négligeant le cas où les génératrices sont parallèles au plan sé- 
cant, les génératrices menées par les points de la directrice situés à 
l'infini, donnent sjules des points de l'intersection situés à l'infini, 
car toutes les autres rencontrent le plan à des distances finies. La 
tangente en un point de Tinlersection situé à l'intîni, c'est-à-dire 
une oit/mptoU^ est l'intersection du plan sécant avec le plan tangent 
mené en ce point et qu'on appelle plan asymptotique; ce plan est dé- 
terminé par la génératrice de contact située à l'infini et la tangente 
à la base au point où elle est rencontrée par la génératrice de contact; 
ce plan tangent est situé à une distance finie si la branche corres- 
pondante de la directrice a une asymptote, puisqu'il est mené par 
cette asymptote parallèlement aux génératrices du cylindre; dans le 
cas contraire, le plan tangent est situé k l'infini, la tangente elle-même 
est située à l'infini, et il n'y a plus d'asymptote. 

Les asymptotes disparaissent également quand le plan sécant est pa- 
rallèle à un plan asymptotique, l'intersection se compose alors de lignes 
droites. 
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il9. Cas d*un cane. 

Toutes les génératrices d'un cône passant par le sommet qui est 
situé à une distance finie, ^intersection d*un cône et d'un plan ne 
peut avoir de points situés à Tinfini que les points de rencontre du 
plan ayec les génératrices du cône qui lui sont parallèles; donc, pour 
reconnaître si Tintersection d'un cône et d'un plan a des points situés 
à rinfini, on mènera par le sommet du cône un plan parallèle au plan 
sécant i selon que ce plan parallèle coupera ou non la surface, le cône 
aura ou non des génératrices parallèles au plan sécant, et l'intersection 
présentera ou non des branches infinies. 

La tangente en un point de celte intersection situé à l'infini, c'est- 
à-dire une asymptote, est l'intersection du plan sécant et du plan tan- 
gent au point situé à l'infini, plan qui est le même pour tous les points 
de la génératrice de contact ; donc, pour déterminer les asymptotes 
de l'intersection d'un cône et d'un plan, il suffit de construire les 
droites d'intersection du plan sécant et des plans tangents au cône 
menés suivant les génératrices parallèles au plan sécant. On peut re- 
marquer que ces asymptotes sont respectivement parallèles aux géné- 
ratrices du cône qui sont parallèles au plan sécant. 

Quand l'un de ces plans tangents est parallèle au plan sécant, l'in- 
tersection a une forme parabolique* 

* 

120. Exemple d'une iection plane d'un cylindre dam le cas des 
branches infinies. 

Soit A.Â| (fîg. 2-26) une hyperbole donnée sur le plan horizontal 
comme directrice d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles à 
une droite mn . mV. 

Déterminons d'abord la trace verticale du cylindre; cette trace est 
une hyperbole dont les asymptotes sont les traces verticales des deux 
plans asymptotiques (118); ces plans sont menés suivant les asymp- 
totes delà base, qui sont, par conséquent, leurs traces horizontales; 
les points de rencotitre p et 7 de ces asymptotes avec la ligne de terre 
donnent chacun un point de la trace verticale correspondante ; on dé- 
termine un second point ^ commun aux deux traces verticales, en me- 
nant par le centre (/ de la directrice une parallèle 0^.0'i' à mn.m'n'; 
on obtient ainsi une droite située dans chacun des plansr asymptoti- 
ques ' ; la trace verticale ^ de cette droite est un point de chacune 
des asymptotes de la trace verticale. 

^ Cette droite est le lieu des centres de toutes les sections planes du 
cylindre considéré; sa projection verticale est donc le lieu des points de 
rencontre des projections verticales des asymptotes de toutes les sections 
planes du cylindre.' 
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On peut construire autant de points que Ton veut de cette trac« 
verticale au moyen dos génératrices du cylindre, mais on connaît déjà 
de cette trace les points c et rf où la trace horizontale rencontre la 
ligne de terre, et avec ces points on en construira autant d'autres que 
l'on voudra, au moyen des asymptotes 7^', ^\ 

Pour construire cette courbe avec soin, il convient de déterminer 
les traces verticales des plans projetants des quatre génératrices de 
contour apparent, on obtient ainsi quatre droites tangentes à Thyper- 
bole, trace verticale du cylindre. 

Soit PoP^ un plan dont on demande Tintersection avec le cylindre 
donné, les asymptotes sont les intersections de PaP| avec les deux 
plans asymplotiques 07^, op^ (H8); ces intersections sont projetées 
suivant les droites e^eT', gh.g'hf; on pourrait déterminer d'autres 
points de Tinterseclion par les procédés généraux, piais il est plus 
commode ici de construire les hyperboles, projections de Tinlerseo- 
tion, en se servant des asymptotes et des points où les traces du plan 
PaP| coupent les traces du cylindre. 

121. Exemple d'une section plane d'un cône dam le cas des 
branches infinies. 

Soit «.«' (fig. 227) le sommet d'un cône limité d'une part au 
plan horizontal de projection dans lequel il a pour base la cir- 
conférence A, et d'autre part à un plan horizontal distant du 
sommet d'une longueur égale à la moitié de la distance du 
sommet au plan horizontal de projection, et qui le coupe sui- 
vant la circonférence a. a' ; soit PaPi le plan sécant perpendi- 
culaire au plan vertical. Le plan Qp«', mené par s. i parallè- 
lement à PaP^, coupe le cdne suivant les deux génératrices 
sh.flp, sb^.s'p ; l'intersection a donc des branches infinies. Cette 
intersection a pour projection verticale les parties rectilignes 
acf.d'a\ de la trace verticale comprises dans les limites du con- 
tour apparent vertical du cône. Pour obtenir la projection ho- 
rizontale d'un point quelconque de Tintersection projeté verti- ^ 
calement en tn\ on mènera la projection verticale s'mV de la 
génératiîce qui passe par le point considéré, et Ton obtient les 
deux projections horizontales correspondantes sr, ^|, et par 
suite deux projections horizontales m, m^ correspondantes à la 
projection verticale m'. Les points c/, d' du contour apparent 
vertical donnent les projections horizontales correspondantcsc 
et d ; les points e, e^ du contour apparent horizontal sont obte» 
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nus au moyen de la projection verticale correspondante e', si- 
tuée sur sff, projection verticale des deux génératrices aux- 
quelles appartiennent ces points. 

En ces points e, e^ la projection horizontale de la courbe est 
tangente au contour apparent. 

Pour obtenir les asymptotes de rintersection^ il suffit de 
déterminer les intersections du plan PaP^ avec les plans tan- 
gents au cône, menés suivant les génératrices sh, s' |3, sh^, s'p 
parallèles au plan sécant ; les traces horizontales de ces pians 
tangents sont les tangentes M, hji^ à A menées par les points 
b et fr|, traces horizontales des génératrices parallèles à PaP^. 
Leurs points de rencontre A, h^ avec Pa sont donc les traces 
horizontales des asymptotes cherchées; ces asymptotes, paral- 
lèles aux génératrices <&.«% sb^.sfp^ suivant lesquelles sont 
menés les plans tangents, sont donc déterminées. 

La figure 228 donne les développements des deux nappes du 
cône; le développement de la nappe inférieure a été obtenu, 
comme précédemment (107), au moyen d'éléments triangulai- 
res de la surface, considérée comme surface latérale d'une py- 
ramide ; pour le développement de la base supérieure, il suffit 
de remarquer que chaque génératrice totale, comprise entre 
les deux bases, est partagée au sommet dans un rapport con- 
stant ; ici, ce rapport est celui de i à 2 ; il suffit donc de prolon- 
ger chaque génératrice de la nappe inférieure d'une longueur 
égale à sa moitié pour avoir sur le développement le point cor- 
respondant de la base supérieure. Le développement de la sec- 
tion s'obtient comme précédemment (107) en portant sur cha- 
que génératrice la distance du point correspondant au som- 
met. 

On a marqué sur le développement de In base inférieure et 
sur celui de la base supérieure les points i, 2, 3, 4 qui appar- 
tiennent à l'intersection. La courbe de la nappe inférieure est 
formée d'une seule partie, parce qu'il n'y a pas de point de 
l'intersection sur la génératrice suivant laquelle on a ouvert la 
surface, tandis que celle de la nappe supérieure est formée de 
deux parties distinctes, attendu que le point d.d! qui est situé 
sur la génératrice suivant laquelle on ouvre la surface vient se 
placer d'une part en D et d'autre part en D| sur les deux mû- 

17 
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lions que prend la génératrice suivant laquelle on ouvre la sur- 
face. 

Tour obtenir les asymptotes sur Je développement, on opère 
comme pour les tangentes ordinaires, avec cette seule difféi ence 
qu'au lieu de joindre le point qui correspond à la trace hori- 
zontale de celte tangente à un point de la génératrice de con- 
tact situé à une dislance finie, on mène par ce point une pa- 
^ rallèle à cette génératrice construite sur le développement. 
Les généralrices parallèles aux asymptotes deviennent SB et 
SB^ ; le point H correspondant à la (race horizontale h d*une 
asymptote a été obtenu au moyen de ses distances au sommet 
et à la trace horizontale b de la génératrice de contact, le point 
U| a été déterminé de la même manière ; UK parallèle à SB et 
Ui K parallèle à SB| représentent les asymptotes sur le déve- 
loppement; ces droites ainsi déterminées sont asymptotes au 
développement de la courbe d*inlersecUon ; car il a été démon- 
tré d'une manière générale (108) que, quelque éloigné que soit 
le point de contact, la tangente à la courbe dans l'espace de- 
vient une tangente à la courbe correspondante du développe- 
ment ; une asymptote à la coui be devient donc une tangente 
au développement avec un point de contact situé à TinOni, 
c'est-à-dire une asymptote. Les courbes, développements des 
bases, présentent des inflexions aux points V^l\, 4, 4>^ corres- 
pondant aux points /*, f^, f, f^ (fig. 227) où les plans de ces bases 
sont perpendiculaires aux plans tangents verticaux. Le déve- 
loppement de la courbe d'intersection présente. des inflexions 
aux points p et p^ qui correspondent aux points situés sur les 
génératrices de contact du cône avec les plans tangents per- 
pendiculaires u PaP^ ; ces plans ont pour traces horizontales 
les tangentes tg^ tg^ (flg. 227) à la base À menées par la trace 
horizontale ( de la perpendiculaire à PaP^ abaissée du sommet 
du cène sur le plan sécant. 

Avant de quitter les sections planes du cylindre et du cône, 
i.oiis allons examiner deux cas très-simples qui se présentent 
fn'qucinment dans la pratique. 

122» hUerseclion(Vxin cylindre de révolution vertical et d'un 

plan perpendiculaire au plan vertical. 
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Soient R.R' (fig. 229) le cylindre et PaPi le plan. L'intei seclioii 
est projetée horizontalement suivant R base du cylindre, vt r- 
ticalemenl suivant dV partie de la trace verticale aP^ comprise 
dans le contour apparent vertical du cylindre ; le rabattement 
de la section sur le plan vertical de la projection est l'ellipse 
ADBC; le petit axe CD de cette ellipse est égal au diamètre 
même du cylindre, son grand axe AB égal à ciV est la distance 
entre les points d et V où ce plan sécant est rencontré par les 
deux génératrices du cylindre situées dans un plan diamétral 
qui lui est perpendiculaire. On peut remarquer que les projec- 
tions de ces deux génératrices sur le plan sécant^ coïncident 
avec la projection de Taxe sur le même plan^ 

Le développement a été construit sur la figure 230. Cette con- 
struction ne présente ici aucune difficulté, puisque la section 
droite du cylindre est sa trace horizontale et que les génératri- 
ces sont projetées en vraie grandeur sur le plan vertical. Le dé- 
veloppement de la tangente en un point m^,m' qui devient le 
point fA sur le développement, s'obtient au moyen de sa trace 
horizontale i qui devient T situé à une distance TM = im^ de 
l'extrémité H de la génératrice qui passe par le point consi- 
déré. 

Les points 7 et ^ correspondant aux points c et d de la sec- 
tion pour lesquels le plan sécant est normal au cylindre sont 
des points d'inflexion du développement de la courbe. 

123. Intersection d*un cône de révolution dont taxe est verti» 
cal et d^rm plan perpendiculaire au plan vertical. 

Soient «.«^ le sommet (fig. 251), A la base du cône et PaP| le 
plan sécant. Appelons p Tangle des génératrices du cône avec 
le plan horizontal ; selon que le plan donné fera avec le plan 
horizontal un angle plus petit que p, égal à ^ ou plus grand 
que ^, le plan parallèle à PaP^ mené par le sommet ne coupera 
pas le cône , sera tangent ou donnera deux génératrices d'in- 
tersection ; dans le premier cas il n'y a pas de branches infinies 

* Cette observation permet de construire immédiatement la trace horiion 
taie d'un cylindre de révolution dont on donne Taxe et le rayon. 
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ella courbe d'interseclion est une ellipse; dans le second cas 
il y a une génératrice du cône, et une seule, parallèle au plan 
sécant, le plan tangent mené suivant cette génératrice coupe 
le plan sécant à rinfmi, la courbe d*in(ersectiou a donc des 
branches inûnies sans asymptote, c*esl une parabole; dans le 
troisième cas, Tinlerseciion a des branches infinies avec de^ 
asymptotes, c*est une hyperbole. 

Considérons le cas d'une section elliptique, c'est-à-dire où la 
trace verticale aP| fait avec xy un angle 7 plus petit que j3. 
L'intersection est projetée veiticalement suivant la partie a' A' 
de la trace verticale comprise dans le contour apparent du 
cône ; on obtient la projection horizontale d'un point quelcon- 
que de la courbe projeté verticalement en tn! au moyen de la 
projection horizontale sh^ ou sli^ de la génératrice qui passe par 
ce point. On obtient ainsi deux projections horizontales m, m^ 
correspondantes. 

Ce procédé est en défaut pour les points situés sur les géné- 
ratrices dont les projections verticales se confondent avec celle 
de Taxe, parce que la perpendiculaire menée à la ligne de 
t(Tre par le point h! de rencontre avec la trace verticale du 
plan se confond avec les projections horizontales des généra- 
trices; dans ce cas on se sert d'un plan horizontal passant par 
le point projeté en k' ; ce plan coupe le cône suivant une cir- 
conférence projetée verticalement en p'qf horizontalement en 
vraie grandeur suivant la circonférence j>9 ; les points dont la 
projection verticale est V sont projetés horizontalement en k 
et &! sur la circonférence pq. 

On peut obtenir facilement les deux axes de la projection ho- 
rizontale de l'ellipse d'intersection : les points projetés en a! et 
V donnent les projections horizontales a et 6 situées sur la trace 
horizontale d'un plan vertical de symétrie par rapport au cône 
et au plan sécant ; ah est un axe de la projection horizontale ; 
le second axe perpendiculaire à ah est la projection horizon- 
tale d'une corde du cône perpendiculaire au plan vertical et 
projeté verticalement au point 0' milieu dea'^ ; le plan hori- 
zontal qui passe parce point coupe le cône suivant une circon- 
férence ef.eff* dont la projection horizontale ejf contient lesex- 
ti*émités c et d du second axe. 
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La section est raballue en vraie grandeur sur le plan vertical 
suivant IVIlipsea^Cji^i'/i ; le grand axe a^^i de celle ellipse est, 
comme dans le cas de la section plane d'un cylindre de révo- 
lution (122), la dislance des points a' et 6' où le plan sécant 
est rencontré par les deux génératrices du cône situées dans 
un plan qui lui est perpendiculaire et qui contient l'axe du 
cône ; le petit axe est la perpendiculaire menée par le milieu 
du grand axe perpendiculairement au plan des dou\ génératri- 
ces qui donnent le grand axe et terminée à la surface ; cette 
corde appartient à une circonférence dont on a immédiate- 
ment le centre o.o' et le rayon e' 9', et dans laquelle elle est à 
une distance déterminée 0' ^ du centre ^ 

124. La surface latérale du cône a été développée sur la fi- 
gure 232. Ici on a pu opérer d'une manière plus rapide que pré- 
cédemment (107) pour déterminer le développement delà base, 
car tous les points de cette base^ étant à une distance constante 
du sommet égale à la longueur des génératrices, se placent en 
développement sur une circonférence décrite dun point S| 
comme centre avec un rayon égal à la longueur de la généra- 
Iric. Si Ton veut avoir la grandeur de Tangle au centre du 
secteur suivant lequel se développe la sutface latérale, on re- 
marquera que, si Ton appelle r le rayon de la base et / la lon- 
gueur d'une génératrice, la longueur de la base développée est 
27rr; et la question revient à chercher la valeur de Tangle au 
centre correspondant à un arc de longueur 2irr sur une circon- 
férence de rayon /. Sur cette circonférence, l'angle au centre 
correspondant à ^nl est 3G0® ; Tangle correspondant à Tunilé 

3C0® 
de longueur est -^-r > et enfin l'angle correspondant à ^w 

esl* 

360>x2irr _ r 



< Si l'on inscrit une circonférence dans le triangle «'a'^', le point de con- 
tact avoca'6' est un foyer de l'ellipse d'intersection; on peut se scrvn* de 
celte propriété pour déterminer le second axe. 

* On peut remaniucr que, dans le cas où la section faite dans le cône par 
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L'arc, développemont delà base, étant connu, on le partage 
en un certain nombro de parlics égales et on partage on un 
même nombre de parties égales la circonférence, base du cône; 
on a ainsi des génératrices correspondantes sur le développe- 
ment et en projection. 

Pour obtenir la courbe d'intersection sur le développement, 
on a besoin de connaître les distances au sommet des points de 
celte courbe, situés sur les génératrices considérées ; cela se 
fait très-simplement au moyen de mouvements de rotation au- 
tour de Taxe; les génératrices viennent coïncider successive- 
ment avec une génératrice de contour apparent ; il suffit donc 
pour chaque point de mener par sa projection verticale une 
parallèle à la ligne déterre jusqu'au point de rencontre avec 
le contour apparent ; la distance du point de rencontre àla pro- 
jection verticale du sommet est la distance cherchée. 

On a obtenu les points d'inflexion de l'intersection dévelop- 
pée (lii), en menant par le sommet du cône une perpendicu- 
laire «/ s't'auplan PaP^ et en menant par cette perpendicu- 
laire deux plans tangents à la surface ; les génératrices de 
contact projetées en su et st/^ contiennent les projections z et 2, 
des points cherchés ; ces génératrices devieiment S^U, S^Uj sur 
le développement, et les points d'inflexion les points Z et Z| 
de rinterseclion développée, situés sur ces génératrices. On 
obtient le développement de la tangente à l'intersection en un 
point m. m' comme dans l'exemple précédent. 

125. On peut démontrer géométriquement d'une manière 
très-simple que, selon la grandeur de l'angle du plan sécant 
avec le plan horizontal, la projection horizontale de la courbe 
d'intersection est une ellipse, une parabole ou une hyperbole. 

Coupons le plan sécant par un plan horizontal b' B, mené par 
le sommet du cône, et soit GE la projection horizontale de l'in- 
tersection ; nous allons démontrer que pour un point quelcon- 



un plan passant par l'axe est un triangle équilatéralt le développement delà 

surface latérale esi un demi-cercle, puisque l'angle au centre du dévelop- 

i 
pemcnt est alore 36U*x ^ =180'. 

À 
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que m^ de la projeclion horizontale le rapport de sa distance 
m^s à la projection horizontale s du sommet du cône à sa dis- 
tance m^ F à la projection GE est constant. 

Par conséquent la projeclion horizontale de la section sera 
une section conique dont s sera un des foyers et GE la direc- 
trice correspondante. 

En effet, soient |3 et 7 les angles aigus que font respective- 
ment avec le plan horizontal les génératrices du cône et le plan 
PvPi, on a : m^s = m\l> = «'D cotp; ona aussi : m^z=^m'c' 
= B c' cot y = «'D cot 7 ; on a donc 

m,« «'D cot p ig'^ 

miF""«'Dcol7"'i^ 

selon que Ton aura 7 < p, 7 = p ou 7> p ce rapport sera plus 
petit que 1, égal à 1 ou plus grand que 1, et la projection 
horizontale de 1 intersection sera une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole. 

On peut donner à ce résultat une autre forme plus générale ; 
si on considère le plan P' mené par le sommet du cône paral- 
lèlement au plan proposé, si Ton remarque que 

Quand 7 < |3, P' ne coupe pas le cône, 
Quand 7 = p, P' est tangent au cône. 
Quand 7 > /3, P' coupe le cône, 

on pourra dire que, suivant que le plan mené parallèlement 
au plan sécant coupera le cône, lui sera tangent, ou ne le cou- 
pera pas, la section et ses projections sur tout plan qui ne lui 
sera pas perpendiculaire, sera hyperbolique, parabolique ou 
elliptique. 

126. Déterminer les points de rencontre d'une droite avec la 
siirface latérale d*un cône. 

Soient A. A' (fig. 233 j la base du cône donné dont le sommet 
est s.s^^ et bcb'c* la droite dont on demande les points de ren- 
conlre avec la surface du cône ; par la droite bc, Vc* et le som- 
met 5. s' menons un plan; ce plan, dont la trace horizontale 
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est chy coupe la surface latérale du cône suivant les deux g^ô- 
ratriccs ds.d's', es.eV; les points m.Tn\ n,n' communs à ces 
génératrices et & Ia droite donnée sont les points cherchés. 

On déterminerait de la mèm& manière les points de rencontre 
d'une droite avec la suiface latérale d'un cylindre. 
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127. Dans un plan passant par la ligne de terre, inclinée de 
SO degrés sur le plan horizontal, on construit un rectangle dont 
les côtés ont une longueurde 8 et iO centimètres, un des grands 
côtés étant placé sur la ligne de terre. 

On imagine deux sphères ayant pour diamètres les deux 
grands côtés du rectangle, et on demande les traces du plan 
du petit cercle intersection de ces deux sphères et sa projection 
horizontale. 

SOLUTION. 

(Fig. 233). Prenons le point o à volonté, sur la ligne de 
terre, et portons de part et d'autre de ce point deux longueurs 
oa=o2^ = 5''". ab est un des grands côtés du rectangle. 

Menons par le point o le plan de profil x'oy* et rabattons ce 
plan autour de sa trace horizontale sur le plan horizontal. 

Le plan de profil coupe le plan du rectangle suivant une 
droite qui se rabat en oc'^, et, si nous prenons sur cette droite 
ocj=8'^'",c|c sera la hauteur du deuxième grand côté du rec- 
tangle, au-dessus du plan horizontal, et nous aurons alors faci- 
lement les projections horizontale et verticale du rectangle 
donné en mnpq et mnp'q'. 

Des points o et c comme centres avec les rayons cm et cp dé- 
crivons deux cercles. Le premier o est à la fois la projection ho- 
rizontale et la projection verticale de la sphère décrite sur mn 
comme diamètre ; le second est la projection horizontale delà 
sphère décrite sur pq comme diamètre. Le cercle décrit surpY 
comme diamèlre serait la projection verticale de cette sphère; 
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mais comme cette projection n*cst d'aucune utilité, nous ne 
Tavons pas tracée. 

Cola posé, prenons pour nouveau plan vertical le plan do 
profil a/y'. Les projections delà première sph'>re restent les 
m'mes. Quant à la seconde, sa projection horizontale ne change 
pas et sa projection verticale devient le cercle décrit du point 
c[ comme centre, avec om comme rayon. 

Dans ces nouvelles conditions la ligne des centres {oc, oc') 
est par.illèle au plan vertical A^ projection. L'intersection des 
deux sphères est une circonférence dont le plan est perpendicu- 
laire à la ligne des centres, et por suite, perpendiculaire au 
plan vertical de projection. Cette circonférence est donc pro- 
jetée verticalement suivant une ligne dro'te. Or, les points a' et 
h' appartiennent à cette projection. Donc a'b' est la projection 
verticale de la circonférence d'intersection. Ici, a'V passe né- 
cessairement par le milieu de oc\ puisque les sphères sont 
égales. 

Le plan de la circonférence d intersection a pour trace ho- 
rizontale TT perpendiculaire à la nouvelle ligne de terre et pas- 
sant par le point d'. On revient ensuite par la méthode connue 
aux plans primitifs de projection et on a en TT et T'T', les traces 
horizontale et verticale du plan de la circonférence d'intersec- 
tion des deux sphères. — Dans le cas particulier que nous 
considérons, ces traces sont parallèles à la ligne de terre. 

Il nous reste à déterminer la projection horizontale de Vwv 
tersection. 

Celte projection est une ellipse dont le grand axe a pour lon- 
gueur a'V. On en déduit facilement le petit axe ah^ comme 
l'indique la figure, et on n'a plus alors qu'à conMruire une 
ellipse dont on connaît les deux axes. 

Pour la ponctuation, il suffit de se reporter au problème 
150. 
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128. Un cylindre circulaire droit a sa base appliquée sur le 
plan horiïonlal de projection. Li circonférence de celte base 
touche la ligne de terre, et son rayon R vaut 40 millimètres. 
La hauteur du cylindre est égale au rayon R. 

Dn cdne circulaire droit, de même base et de même hauteur 
que le cylindre est superposé à ce dernier de manière que la 
base du c6ue coïncide avec la base supérieure du cylindre. 
L*arête SA du cône, S étant le sommet, est parallèle au plan ver- 
tical de projection. Cela posé, on demande de construire : 

1^ Les projections de Tensemble des deux solides. 

2® Les projections et la vraie grandeur de la section faite par 
un plan perpendiculaire à Tarète SA en son milieu. 

5<^ Les parties du plan horizontal de projection cachées par 

l*ensemble des deux solides, l'œil étant placé sur la verticale 

5 

du point A au-dessus de ce point d'une quantité égale à ^ R. 

o 

1® Décrivons un cercle de 40"" de rayon tangent à la ligne 
de terre. Nous aurons ainsi la projection horizontale du cylin- 
dre ; sa projection verticale est le rectangle a'f dont la hau- 
teur b'f* est égale au rayon du cercle s. (dg, 234) 

Menons la verticale du point s et prenons c'«' = R = 40"'". 
s.s' sont les projections du sommet du cône ciculaire droit qui 
se projette horizontalement suivant le cercle «, et verticale- 
ment suivant s^a'b'. 

2^ Le plan perpendiculaire à l'arête SA en son milieu a pour 
trace verticale ap' perpendiculaire à s'a' en son milieu, et 
pour trace horizontale ap perpendiculaire à la ligne de terre. 

L'intersection de ce plan et du cylindre est une courbe qui se 
projette horizontalement suivant ebc^ et verticalement suivant 
c'f. 

Quant à la courbe suivant laquelle le plan coupe le cône, on 
a immédiatement sa projection verticale en cV. En menant par 
les points e' et </ des lignes de rappel, on obtient en e, c etC| 
trois points delà projection horizontale. 



GEOMETRIE DESCRIPIIVE.. 267 

Cherchons les projections horizontales des points qui sepro- 
jctient verticalement en m'. Ces projections se trouvent sur la 
ligne de rappel. D'un autre côté, si Ton mène par le point M 
une section horizontale du cône, elle se projette verticalement 
suivant m'V et horizontalement suivant la circonférence 5>. On 
a donc ainsi en m et m^ les projections horizontales de deux 
points de la courbe (n« 96). 

On peut obtenir ainsi autant de points qu'on le veut; on a in- 
diqué sur la figure la construction qui donne les points % et t\. 
La courbe est évidement symétrique par rapport à ah. 

On voit sur la figure la construction nécessaire pour obtenir 
les tangentes aux points {m,m!) et (n.n') de la courbe de section. 

Pour la première, on a mené la trace sur le plan hoiizontal 
a'V du plan langent au cône le long de la génératrice «m, s'm'. 
On a ainsi obtenu le point g de la projection horizontale de la 
tangente. Cette tangente se projette donc horizontalement en 

Pour la tangente au point {n^n') on a immédiatement sa pro< 
jcction horizontale en ni. 

On a obtenu la vraie grandeur de la section en rabattant le 
plan P sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de sa 
trace verticale. CFC^ représente en vraie grandeur la partie de la 
courbe qui se trouve sur la surface du cylindre; GEC| repré- 
sente la partie de la courbe qui se trouve sur la surface du 
cône (n» 125). 

5<* L*œil étant supposé en [o'^o) considérons un cône ayant 
pour sommet ce point [o\o) et pour directrice la base supé- 
rieure du cylindre ; toute la partie du plan horizontal comprise 
dans rintèrieur de ce cône sera évidemment cachée par le cy- 
lindre. Or, le plan horizontal coupe ce cône, suivant un cercle 
qui passe par lé point o ou a et qui a pour centre la trace ho: i- 
zontale de la droite qui joint le point [o,o') au centre de la di- 
rectrice. S'il n'y avait que le cylindre, le cercle «a représen- 
terait donc la partie du plan horizontal cachée pour l'œil placé 
en 0. On a limité la partie cachée à la ligne de terre ; le plan 
vertical étant regardé comme un pla4i réel. 

Le cône cache aussi une partie du plan horizontal. Pour 
l'oblen'r, on a construit les traces horizontales des deux plans 
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tangents menés au cône par le point {0,0') (n* 47). On a d'abord 
déterminé la (race horizontale w de la droite (8o\s^o') ; puis on 
a cherché les traces des deux plans tangents sur le plan hori- 
zontal a'b'. Pour cela, on a déterminé la trace u sur ce plan 
de la droite {so,s'o'} el on a mené par le point u des tangentes 
au cercle sa. Il ne restait plus alors qu*à mener par le point w 
dos parallèles à ces tangentes. 



MM. 
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